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【内 容 简介 】 计算 物理 学 是 以 计算 机 为 工具 ,以 计算 技术 为 手段 .运用 计算 数学 方法 解决 物理 问题 的 应 
用 学 科 , 它 与 实验 物理 学 .理论 物理 学 一 起 被 并 称 为 现代 物理 学 的 三 大 支柱 。 本 书 内 容 包括 常用 的 数值 计算 
方法 及 其 在 物理 学 中 的 初步 应 用 。 常用 的 数值 计算 方法 有 函数 插值 与 拟 合 及 快速 傅 里 叶 变换 .数值 积分 与 
微分 .线性 代数 方程 组 的 求解 .矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 、 非 线性 方程 根 的 求解 、 常 微分 方程 的 解法 、 解 
二 阶 偏 微分 方程 的 差分 法 及 蒙特 卡 罗 方 法 ,应 用 数值 计算 方法 解决 物理 问题 的 典型 例子 有 大 角度 单 摆 的 周 
期 ,用 单 色 衍射 方法 测量 波长 金属 电阻 温度 系数 测量 、 菲 涅 尔 衍 射 向 夫 琅 禾 费 衍 射 的 过 滤 、 均 匀 带 电 直线 段 
与 均匀 带电 圆 环 的 电场 , 载 流 直线 段 的 磁感应 强度 .直流 单 臂 电 桥 分 析 、 简 单 剪 切 变形 的 主 应 变 ,平行 共 轴 三 
线圈 形成 匀 强 磁场 的 条 件 , 单 押运 动 规律 分 析 .扩散 现象 研究 .平行 板 电容 器 内 部 电势 的 计算 、 气 体 自由 膨胀 
与 麦克 斯 韦 速率 分 布 的 模拟 、 塞 平 斯 基 三 角形 与 羊 齿 叶 图 案 的 绘制 等 。 

对 基本 计算 方法 及 其 在 物理 学 中 的 应 用 进行 既 相 对 分 离 又 紧密 关联 的 介绍 ,给 出 主要 计算 方法 的 
MATLAB 实 现 程序 .有 一 定数 量 的 物理 计算 习题 是 本 书 的 三 个 突出 特点 。 本 书 不 仅 可 以 作为 本 科 生 的 教材 ， 
还 可 用 作 自 学 计算 物理 的 人 门 读物 ,对 于 科研 人 员 也 是 具有 启发 作用 的 参考 书 。 
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前 言 


物理 学 是 历史 最 悠久 ,发 展 最 迅速 ,应 用 最 广泛 ,影响 最 深远 的 一 门 基础 学 科 , 它 对 自然 科 
学 的 其 他 学 科 和 工程 技术 的 各 个 领域 有 着 重要 的 引领 作用 和 巨大 的 支撑 作用 。 实 验 研究 方法 
和 理论 研究 方法 曾经 是 物理 学 普遍 采用 的 两 种 研究 方法 ,在 应 用 这 些 方法 处 理 物理 问题 时 , 往 
往 会 遇 到 艰深 的 理论 分 析 、 元 长 的 数据 处 理 或 精确 的 系统 控制 。 在 相当 多 的 情况 下 ,这 些 分 
析 、 处 理 和 控制 非常 艰难 或 紧迫 ,人 工 几乎 不 可 能 完成 。 随 着 物理 系统 规模 越 来 越 庞大 、 结 构 
越 来 越 复杂 变化 越 来 越 快速 或 持久 ,传统 的 理论 研究 方法 或 实验 研究 方法 越 来 越 难以 胜任 。 
因此 ,基于 计算 机 存储 量 大 运算 速 度 快 和 控制 精度 高 的 优势 ,研究 计算 量 小 .运算 速度 快 .有 
足够 精度 的 数据 处 理 方法 ,数值 求解 方法 ,数值 模拟 与 仿真 方法 及 实验 系统 的 控制 方法 就 十 分 
必要 了 ,为 此 计算 物理 学 应 运 而 生 。 

作为 物理 学 研究 的 新 手段 和 新 方法 ,计算 物理 学 是 对 物理 学 实验 研究 方法 和 理论 研究 方 
法 的 补充 与 拓展 。 首 先 ,计算 物理 学 可 以 帮助 提高 物理 实验 的 自动 化 程度 和 实时 化 水 平 。 计 
算 机 的 应 用 使 物理 实验 数据 的 采集 和 处 理 能 够 同步 自动 完成 ,同时 还 能 根据 实验 中 间 结 果 对 
实验 进程 进行 及 时 的 调整 和 必要 的 控制 ,保证 实验 向 着 预定 方向 进行 ,提高 实验 效率 。 其 次 ， 
计算 物理 学 能 够 把 物理 学 家 从 繁重 的 公式 推导 和 方程 求解 中 解脱 出 来 。 在 理论 物理 学 研究 
中 ,往往 会 过 到 复杂 的 公式 推演 或 方程 求解 ,有 时 甚至 不 可 能 取得 方程 的 解析 解 ,影响 了 对 物 
理 规律 的 探讨 和 物理 本 质 的 认识 。 利 用 计算 物理 学 建立 的 数值 计算 方法 ,可 以 得 出 物理 公式 
或 方程 的 数值 解 ,并 给 出 相关 物理 量 之 间 关 系 的 曲线 或 图 像 , 使 物理 现象 可 视 化 .直观 化 。 再 
次 .计算 物理 学 中 的 模拟 手段 和 仿真 技术 使 物理 学 研究 更 加 直观 、 更 加 经 济 。 有 些 物 理 系统 十 
分 复杂 ,根本 无 法 在 实验 室 重 现 ,有 些 物 理 实验 耗资 巨大 ,不 可 能 反复 进行 。 对 于 这 些 物 理 过 
程 ,人 们 借助 计算 物理 学 方法 ,模拟 和 仿真 物理 系统 的 变化 及 物理 实验 的 过 程 ,研究 物理 系统 
发 展 规律 或 对 实验 进行 优化 设计 ,不 仅 使 不 可 能 的 物理 研究 成 为 可 能 ,而 且 能 够 大 幅 减 少 实验 
成 本 。 

计算 物理 学 成 为 一 门 课程 开始 于 20 世纪 80 年 代 初 的 美国 哈佛 大 学 ,80 年 代 中 后 期 我 国 
许多 大 学 的 应 用 物理 系 开设 了 这 门 课 程 。 由 于 计算 物理 学 是 涉及 物理 学 、 计 算 机 科学 与 技术 
及 计算 方法 的 综合 性 课程 , 随 着 计算 机 的 普及 、 计 算 机 性 能 的 提升 及 与 计算 机 相关 学 科 的 普遍 
被 热 捧 ,加 之 计算 物理 学 课程 对 于 训练 学 生 思 维 、 培 养 学 生 素 质 、 扩 展 学 生 应 用 基础 物理 知识 
解决 具体 实际 问题 的 思路 等 方面 均 有 神 益 ,因此 计算 物理 学 课程 常常 能 得 到 学 生 的 欢迎 。 

在 学 生 对 基础 学 科 的 兴趣 日 益 淡化 但 解决 技术 问题 的 愿望 却 逐 渐 强 烈 的 现实 情况 下 , 配 
合 不 断 强 化 的 素质 教育 和 创新 能 力 培养 的 新 要 求 ,本 科学 生 在 掌握 了 一 定 的 专业 基础 知识 和 
高 等 数学 知识 后 ,通过 学 习 类 似 于 计算 物理 学 这 样 的 综合 应 用 知识 类 课程 ,借助 计算 机 来 解决 
一 些 单独 用 理论 知识 或 实验 方法 都 难以 解决 的 问题 ,能 在 学 习 知 识 的 同时 享受 应 用 知识 的 快 
乐 ` 掌 握 新 方法 的 快乐 及 解决 新 问题 的 快乐 ,提升 综合 素质 和 创新 能 力 , 并 由 此 认识 基础 知识 
的 重要 作用 、 加 深 对 基础 知识 的 理解 。 因 此 ,开设 计算 物理 学 课程 不 失 为 一 条 素质 教育 的 恰当 
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途径 。 

本 书 的 内 容 主 要 分 为 基础 物理 所 涉及 的 常用 数值 计算 方法 和 这 些 方法 在 具体 物理 问题 中 
的 初步 应 用 两 部 分 。 两 部 分 内 容 既 在 同一 章 中 分 别 介绍 又 相互 衔接 ,使 学 生 在 掌握 数值 计算 
方法 的 同时 ,对 其 应 用 有 所 了 解 .学 习 解 决 问题 的 思路 ,以 便 进一步 处 理 其 他 问题 。 另 外 ,计算 
物理 学 课程 的 重要 任务 之 一 是 编程 与 上 机 运行 ,考虑 到 计算 机 的 普遍 性 和 编程 语言 的 多 样 性 ， 
本 书 没有 设置 编程 与 上 机 练习 部 分 ,但 从 两 个 方面 弥补 了 由 此 可 能 带 来 的 不 足 。 一 是 对 主要 
的 计算 方法 和 具体 的 应 用 问题 都 给 出 了 用 MATLAB 软件 语言 编制 的 计算 程序 (可 从 西北 工 
业 大 学 出 版 社 网 站 www. nwpup. com 下 载 ) ,程序 都 已 经 在 计算 机 上 运行 成 功 ,主要 目的 是 通 
过 这 些 程序 传递 计算 方法 的 编程 思路 。 故 此 ,在 给 出 的 计算 程序 中 尽量 不 直接 使 用 MAT- 
LAB 软件 的 相关 函数 ,也 没有 单纯 追求 程序 结构 的 严谨 和 程序 运行 的 快速 ,而 是 把 重点 放 在 
程序 流程 的 清晰 与 简洁 方面 ,程序 中 的 详细 注释 也 有 助 于 读者 理解 程序 .二 是 在 每 章 的 习题 
部 分 有 一 定数 量 的 物理 问题 供 读者 应 用 基本 数值 计算 方法 来 编程 解决 。 编 程 解决 这 些 问 题 ， 
既是 具有 实战 性 质 的 上 机 训练 ,也 是 对 读者 应 用 知识 能 力 的 检验 与 强化 。 因 此 ,笔者 认为 ,对 
基本 计算 方法 及 其 在 物理 学 中 的 应 用 进行 既 分 离 又 关联 的 介绍 ,给 出 主要 问题 的 结构 清晰 且 
能 在 计算 机 上 顺利 运行 的 MATLAB 程序 ,以 及 在 习题 部 分 有 一 定数 量 的 物理 学 应 用 类 问题 
是 本 书 的 三 个 主要 特点 。 另 外 ,笔者 没有 刻意 追求 文字 叙述 的 逻辑 严谨 和 公式 推导 的 数学 完 
美 ,而 是 把 重点 放 在 了 对 计算 方法 思路 的 阐述 和 应 用 例子 的 典型 性 方面 。 作 为 面向 本 科 生 的 
人 门 级 书籍 ,不 可 能 涵盖 计算 物理 学 的 方方面面 ,因此 对 诸如 物理 问题 的 可 视 化 .计算 机 仿真 、 
实验 数据 采集 与 处 理 .实验 设备 控制 等 方面 及 有 限 元 方法 .边界 元 方法 、 泛 函 方法 、. 变 分 法 等 计 
算 方法 都 没有 涉及 ,也 没有 对 MATLAB 软件 进行 专门 的 介绍 。 

基于 以 上 考虑 ,本 书 共 分 10 章 。 内 容 安排 如 下 : 

绪论 中 介绍 了 计算 物理 学 的 诞生 与 发 展 , 理 论 物理 学 实验 物理 学 .计算 物理 学 的 关系 , 计 
算 物理 学 在 物理 学 研究 中 的 作用 ， 

第 1 章 介绍 了 误差 的 概念 及 误差 的 分 类 ,重点 论述 了 舍 入 误差 有效 数 字 及 误差 危害 的 防 
止 措施 ; 

第 2 章 的 内 容 有 拉 格 朗 日 插值 法 、 牛 顿 插值 法 和 分 段 低 次 插值 法 这 三 种 函数 择 值 方法 , 函 
数 拟 合 的 最 小 二 乘法 及 快速 傅 里 叶 变 换 , 给 出 了 大 角度 振动 单 押 的 周期 ,用 单 颖 衍射 方法 测量 
波长 .金属 电阻 温度 系数 的 测量 和 菲 涅 尔 衍 射 向 夫 琅 禾 费 衍射 的 过 渡 等 四 个 物理 学 中 的 应 用 
问题 ， 

第 3 章 介 绍 了 插值 型 求 积 公式 和 差 商 型 数值 微分 公式 , 理 查 森 外 推 法 ,插值 型 数值 微分 公 
式 等 三 种 数值 微分 方法 ,这 些 方法 在 物理 学 中 应 用 的 例子 有 两 个 ,一 是 均匀 带电 直线 段 与 均匀 
带电 圆 环 电场 的 计算 ,二 是 载 流 直线 段 磁场 磁感应 强度 的 计算 

第 4 章 包 括 解 线性 方程 组 的 直接 法 ,迭代 法 及 范 数 与 方程 组 的 状态 ,最 后 对 单 臂 电 桥 的 平 
衡 特 性 进行 了 分 析 ， 

第 5 章 简单 令 述 了 和 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 概念 及 计算 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 乘 寡 
法 , 反 知 法 及 雅 可 比方 法 ,并 分 析 了 简单 剪 切 变形 的 主 应 变 ; 

第 6 章 讨论 了 求解 非 线 性 方程 根 的 对 分 法 、 迭 代 法 ,牛顿 迭代 法 和 弦 截 法 ,以 及 解 非 线性 
方程 组 的 迭代 法 ,讨论 了 平行 共 轴 三 线圈 形成 匀 强 磁场 的 条 件 ; 
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第 7 章 的 常 微分 方程 数值 解法 有 欧 拉 方法 、 龙 格 - 库 塔 方法 ,同时 讨论 了 方法 收敛 性 与 稳 
定性 ,还 有 常 微分 方程 组 与 高 阶 常 微分 方程 的 求解 方法 ,并 分 三 种 情况 分 析 了 单 摆 的 运动 
规律 

第 8 章 内 容 有 二 阶 偏 微分 方程 的 分 类 和 解 的 特性 、 解 偏 微分 方程 的 差分 法 ,最 后 分 析 了 扩 
散 现象 及 平行 板 电容 器 内 的 电势 ; 

第 9 章 蒙特 卡 罗 方 法 的 内 容 主要 有 随机 变量 、 概 率 密度 与 分 布 函数 ,随机 数 的 产生 ,用 蒙 
特 卡 罗 方 法 计算 定 积分 和 求 一 元 方程 的 实 根 ,蒙特 卡 罗 方 法 模拟 气体 的 自由 膨胀 过 程 和 麦克 
斯 韦 速率 分 布 规律 的 建立 过 程 ,还 对 迭代 函数 系统 进行 了 简单 介绍 。 

在 本 书 的 编 所 和 出 版 过 程 中 ,参阅 了 大 量 的 书籍 和 刊物 论文 ,笔者 的 同事 和 家 人 给 予 了 大 
力 的 支持 与 帮助 ,出 版 社 和 本 书 编辑 付出 了 辛勤 劳动 ,笔者 所 在 单位 西安 建筑 科技 大 学 也 提供 
了 大 力 支持 ,在 此 一 并 向 他 们 表示 衷心 的 谢意 。 

计算 物理 学 涉及 的 物理 学 领域 和 数值 计算 方法 十 分 广泛 ,并 且 计 算 物 理学 的 发 展 也 非常 
迅速 ,笔者 的 知识 面 和 能 力 有 限 , 在 本 书 内 容 的 选择 .结构 的 编排 和 叙述 的 方式 上 还 存在 不 足 ， 
敬 请 各 位 读者 谅解 与 指正 。 


编 者 
2014 年 7 月 
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绪论 


计算 物理 学 (Computational Physics) 是 以 计算 机 为 工具 ,以 计算 技术 为 手段 ,运用 计算 数 
学 方法 解决 物理 问题 的 应 用 学 科 , 也 是 利用 计算 机 进行 数据 采集 ,数据 分 析 , 测 量 控制 和 数字 
仿真 来 研究 物理 现象 ,发 现 物理 规律 的 交叉 学 科 。 计算 物理 学 为 研究 复杂 物理 系统 的 运动 规 
律 和 结构 特性 提供 了 重要 手段 ,对 物理 学 的 发 展 有 着 巨大 的 推动 作用 。 近 代 物 理学 理论 与 物 
理 实验 技术 所 取得 的 重大 进展 和 成 果 , 几 乎 都 是 物理 学 与 先进 计算 机 科技 密切 结合 的 产物 。 

1. 计算 物理 学 的 诞生 与 发 展 

19 世纪 中 叶 以 前 ,物理 学 以 实验 研究 为 主 ,是 一 门 实验 科学 。1864 年 ,麦克 斯 韦 在 对 电磁 
学 实验 规律 总 结 的 基础 上 ,建立 了 麦克 斯 书 方程 组 ,创立 了 电磁 理论 ,随后 预言 7 了 电磁波 的 存 
在 并 且 断 言 光波 就 是 电磁 波 , 显 示 了 理论 研究 的 巨大 潜力 。 从 此 理论 物理 开始 成 为 一 个 相对 
独立 的 物理 学 分 支 。20 世纪 初 ,量子 力学 和 相对 论 的 诞生 ,使 理论 物理 学 成 为 较为 完整 的 学 
科 。 传 统 意义 上 的 物理 学 便 有 了 理论 物理 学 和 实验 物理 学 (包括 应 用 物理 学 ) 两 大 支柱 ,物理 
学 也 成 为 实验 和 理论 密切 结合 的 科学 。 

物理 学 与 计算 机 技术 及 计算 方法 的 结合 始 于 20 世纪 40 年 代 , 计 算 物理 学 也 诞生 于 这 一 
时 期 。 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ,美国 研制 核武 器 时 ,需要 快速 准确 地 处 理 与 热 核 爆 炸 有 关 的 大 
量 数据 ,解决 瞬间 发 生 的 复杂 物理 过 程 的 数值 计算 问题 ,传统 计算 方法 难以 胜任 ,计算 机 的 应 
用 就 成 为 非常 自然 的 事 。 之 后 , 随 着 计算 机 科学 与 技术 的 飞速 发 展 , 计 算 机 越 来 越 多 地 进入 物 
理学 研究 的 各 个 方面 ,由 此 形成 了 一 门 独特 而 丰富 的 交叉 学 科 一 一 计算 物理 学 

2. 理论 物理 学 、 实 验 物理 学 .计算 物理 学 的 关系 

理论 物理 学 从 基本 物理 原理 出 发 ,建立 物理 问题 的 方程 ;用 纯 数学 方法 求 出 方程 的 解 ; 通 
过 对 解 所 得 结论 与 实验 观测 结果 的 对 比分 析 ,解释 已 知 现象 或 发 现 未 知 规律 ,并 能 为 物理 实验 
的 设计 提供 指导 。 

实验 物理 学 以 实验 和 观测 为 基本 手段 来 发 现 新 的 物理 规律 验证 物理 理论 或 检验 理论 研 
究 结论 ,为 理论 物理 研究 的 进一步 深入 葛 定 基础 。 

计算 物理 学 是 计算 机 科学 与 技术 .计算 方法 及 物理 学 三 者 相互 融合 的 交叉 学 科 , 它 研究 物 
理学 中 与 数学 求解 及 数据 处 理 等 相关 的 基本 计算 问题 ,就 是 如 何以 计算 机 为 辅助 工具 解决 物 
理学 问题 。 

理论 物理 学 ,实验 物理 学 .计算 物理 学 之 间 的 关系 主要 表现 在 : 

(1) 实 验 物理 学 是 理论 物理 学 的 基础 ,也 为 计算 物理 学 提供 所 需要 的 基本 数据 ,同时 还 能 
检验 理论 物理 学 .计算 物理 学 的 研究 结果 。 

(2) 理 论 物理 学 既 可 以 指导 物理 实验 的 设计 和 实施 ,又 可 以 为 计算 物理 学 提供 物理 基础 。 

(3) 计 算 物 理学 一 方面 提升 了 物理 学 实验 的 手段 ,提供 了 虚拟 实验 方法 , 另 一 方面 也 为 理 
论 物理 学 研究 提供 了 有 力 支持 。 

总 之 ,在 对 某 一 复杂 物理 现象 的 研究 过 程 中 ,实验 物理 学 、 理 论 物理 学 和 计算 物理 学 三 者 
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方法 。 

“计算 物理 学 是 物理 学 与 计算 机 技术 及 数值 方法 交叉 融合 的 结果 。 首先 ,计算 物理 学 以 解 
决 物理 问题 为 唯一 目的 。 计 算 物理 学 与 数值 分 析 不 同 , 它 以 物理 问题 为 出 发 点 ,以 揭示 物理 系 
统 发 展 规律 和 变化 结果 为 目标 。 在 用 计算 物理 学 处 理 问题 时 ,只 要 保持 系统 的 基本 物理 本 质 
和 物理 条 件 不 变 ,就 可 以 利用 物理 学 研究 方法 直接 建立 更 加 简便 实用 的 计算 方法 ,而 不 必 拘泥 
于 严格 数值 分 析 理论 的 限制 。 其 次 ,计算 机 技术 和 数学 计算 方法 的 发 展 ,推动 了 计算 物理 学 的 
不 断 进步 。 计 算 机 存储 能 力 的 快速 提升 和 运算 速度 的 持续 提高 ,使 物理 大 系统 复杂 过 程 的 数 
值 处 理 成 为 可 能 ,新 的 数值 计算 理论 的 不 断 涌现 ,进一步 改善 了 数值 计算 的 效率 和 精度 ,保证 
了 计算 物理 学 研究 能 力 的 稳步 提升 。 再 次 ,物理 学 的 进步 也 为 计算 机 科学 与 技术 的 发 展 构建 
了 坚实 的 基础 ， 物 理学 的 进展 及 由 此 带 来 的 新 技术 与 新 材料 为 计算 机 科学 与 技术 的 突飞猛进 
提供 了 理论 与 物质 支撑 ,物理 学 研究 对 计算 方法 和 仿真 技术 的 迫切 需求 也 促进 了 计算 机 科学 
与 技术 的 进步 。 

3. 计算 机 在 物理 学 研究 中 的 应 用 

自 20 世纪 40 年 代 诞生 以 来 ,计算 物理 学 就 迅速 地 向 物理 学 各 领域 和 其 他 学 科 渗 透 。 在 
20 世纪 60 年 代 以 前 ,计算 机 主要 用 在 物理 问题 的 数据 计算 和 简单 模拟 方面 。60 年 代 以 后 , 计 
算 机 进一步 用 于 实验 数据 的 采集 与 处 理 , 实 验 过 程 的 控制 ,理论 问题 的 解析 运算 .物理 过 程 的 
计算 机 模拟 与 仿真 等 方面 。 目 前 ,在 物理 学 研究 中 ,计算 机 的 应 用 已 经 是 无 处 不 在 了 。 计算 机 
在 物理 学 研究 中 的 应 用 主要 有 四 个 方面 : 

(1) 数 值 计算 与 分 析 .一 是 在 建立 描述 物理 过 程 的 数学 公式 或 方程 后 ,进行 数值 计算 和 分 
析 , 得 出 规律 性 结论 ,或 与 实验 结果 进行 对 照 ,或 作为 下 一 步 实验 的 基础 ;二 是 对 实验 获得 的 数 
据 进行 分 析 处 理 。 

(2) 解 析 计 算 。 利 用 计算 机 的 符号 处 理 系统 进行 解析 计算 (包括 公式 推导 和 方程 求解 等) 
和 高 精度 数值 计算 ,这 在 理论 物理 研究 中 作用 重大 。 

(3) 物 理 过 程 的 模拟 与 仿真 。 计算机 强大 的 数值 计算 功能 ,为 物理 学 提供 了 “计算 机 模拟 
实验 "这 种 新 的 研究 手段 。 只 要 建立 了 理论 模型 ,就 可 以 进行 计算 机 模拟 实验 ,基本 上 不 受 实 
验 条 件 \ 时 间 和 空间 的 限制 。 

(4) 实 验 过 程控 制 。 利 用 计算 机 的 高 速 数据 采集 和 处 理 能 力 ,对 物理 实验 过 程 进行 实时 控 
制 。 主 要 包括 数据 采集 ,数据 分 析 , 设 备 监控 ,实验 控制 等 。 

物理 学 是 应 用 计算 机 较 早 的 学 科 之 一 ,由 此 产生 的 计算 物理 学 及 研究 方法 已 经 广泛 应 用 
到 自然 科学 的 其 他 领域 ,甚至 扩展 到 包括 思维 科学 .决策 科学 和 管理 科学 等 在 内 的 社会 科学 
领域 。 


习 题 
- 什么 是 计算 物理 学 ? 


1 
2. 简 述 实验 物理 、 理 论 物理 和 计算 物理 之 间 的 关系 。 
3. 简 述 计算 机 在 物理 学 研究 中 应 用 的 几 个 方面 。 


第 1 章 误差 及 其 危害 的 防止 


在 计算 物理 学 中 ,计算 机 的 主要 用 途 就 是 数值 计算 工具 ,研究 计算 机 能 够 实现 的 高 效 数值 
计算 方法 是 计算 物理 学 的 重要 任务 之 一 。 

人 类 的 计算 能 力 是 由 计算 工具 的 性 能 与 计算 方法 的 效率 共同 决定 的 。 从 某 种 意义 上 来 
说 ,采用 好 的 计算 方法 比 提高 计算 工具 的 运算 速度 对 改善 计算 效率 更 为 重要 、 更 为 有 效 , 更 为 
经 济 。 据 统计 ,在 1955 年 至 1975 年 的 20 年 中 ,计算 机 的 运算 速度 仅 提高 了 几 千 倍 ,而 解决 一 
定 规模 椭圆 型 偏 微分 方程 计算 方法 的 效率 竞 然 提高 了 100 万 倍 。 

数值 计算 方法 是 近代 数学 的 一 个 重要 分 支 , 它 研究 各 种 数学 问题 的 数值 解法 (包括 数值 角 
法 的 构造 和 求解 过 程 的 理论 分 析 ) 以 及 与 此 相关 的 理论 (包括 计算 方法 的 收效 性 ,稳定 性 及 误 
差分 析 )。 数 值 计算 方法 又 称 为 计算 方法 或 数值 分 析 , 是 一 门 与 计算 机 应 用 密切 结合 的 ,实用 
性 很 强 的 数学 课程。 

数值 计算 方法 的 基本 任务 是 ,用 计算 机 能 够 执行 的 基本 运算 ,对 给 定 问题 的 输入 数据 和 计 
可 行 的 \ 理 论 上 可 靠 的 ,计算 复杂 性 良好 的 明确 描述 。 

有 的 数值 计算 方法 虽然 在 理论 上 不 够 严谨 ,但 通过 大 量 实际 计算 、 对 比分 析 等 表明 是 行 之 
有 效 的 ,也 可 以 采用 。 

数值 计算 方法 给 出 的 解 大 多 是 对 问题 准确 解 的 一 种 近似 ,因此 误差 是 数值 计算 时 的 一 个 
必须 特别 重视 的 问题 。 若 不 控制 数值 计算 过 程 中 的 误差 传递 和 积累 , 则 计算 结果 与 准确 解 之 
间 可 能 会 有 很 大 偏差 ,甚至 计算 结果 完全 偏离 准确 解 , 使 计算 失去 意义 。 

本 章 介绍 了 误差 ,相对 误差 等 概念 ,分 析 了 有 效 数字 与 误差 的 关系 ,给 出 了 防止 误差 危害 


的 措施 。 


1.1 误差 及 其 分 类 


定义 (1.1) ”在 一 定 的 条 件 下 ,物理 量 必 有 一 个 确定 的 值 z* ( 称 为 客观 值 或 真实 值 ) ,但 
这 个 真实 值 往往 事先 并 不 知道 。 通 常人 们 采用 测量 或 计算 的 方法 来 寻找 这 个 真实 值 ,由 于 受 
到 测量 环境 ,测量 或 计算 工具 及 方法 等 方面 多 种 因素 的 影响 ,所 找到 的 值 x 与 真实 值 x” 之 间 
总 是 有 一 定 的 差异 ,这 种 差异 就 是 误差 。 即 误差 是 

人 一 —z (1 

误差 分 析 包括 对 误差 来 源 和 误差 传递 规律 的 分 析 , 并 且 要 对 计算 或 测量 结果 的 误差 给 出 
合理 估计 。 

误差 的 来 源 是 多 方面 的 。 根 据 误 差 来 源 的 不 同 , 通 常 把 误差 分 为 以 下 几 类 : 

1. 模型 误差 

用 科学 方法 解决 实际 问题 时 ,首先 要 分 析 问 题 ,建立 模型 。 模 型 是 对 被 研究 对 象 的 抽象 和 
简化 ,模型 与 实际 对 象 之 间 总 是 存在 一 定 的 差异 ,不 可 避免 地 要 带 来 误差 。 把 应 用 所 选 模型 进 
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行 研究 所 得 到 的 准确 值 与 真实 值 之 间 的 误差 称 为 模型 误差 。 

物理 学 中 的 理想 模型 很 多 ,在 这 些 模型 的 建立 过 程 中 或 多 或 少 地 进行 了 简化 处 理 ,如 忽略 
了 物体 的 大 小 后 提出 了 质点 模型 ,不 计 弹 簧 质量 和 物 块 大 小 后 建立 了 谐振 子 模 型 ,不 考虑 物体 
变形 才 有 了 刚体 模型 。 车 以 这 些 理想 模型 作为 基础 进行 研究 ,所 得 到 的 物理 量 的 准确 值 必然 
与 该 物理 量 的 真实 值 之 间 有 偏差 。 这 个 偏差 就 是 模型 误差 。 

2. 测量 误差 

对 物理 量 进行 测量 时 ,由 于 测量 设备 与 测量 方法 的 不 完善 .测量 环境 的 影响 、 测 量 人 员 能 
力 的 限制 等 原因 ,测量 值 与 真实 值 之 间 不 可 避免 地 出 现 误差 。 这 就 是 测量 误差 ,也 称 为 观测 
误差 。 

3. 舍 入 误差 

由 于 受 计 算 工具 (如 计算 机 等 ) 字 长 或 有 效 数 字 位 数 的 限制 ,参与 计算 的 数据 只 能 保留 固 
定位 数 ,多 余 位 则 按 一 定 的 规则 (如 * 四 售 五 人 ”) 会 掉 。 这 种 由 于 会 掉 多 余 位 数字 而 产生 的 误 
差 称 为 会 人 误差 。 

如 分 别 用 3.141,1. 141,1.732 作 为 x,V2 ,V3 的 近似 值 时 就 会 带 来 合 入 误差。 少 景 运算 次 
道 的 ,不 会 对 结果 产生 明显 影响 。 但 是 在 成 千 上 万 次 运算 过 程 中 ， 
上 E 显著 影响 ,使 计算 结果 偏离 准确 值 ,因此 


在 很 多 情况 下 ,要 得 到 研究 对 象 数学 模型 的 准确 解 也 是 困难 的 ,所 以 常常 用 数值 方法 来 求 
近似 解 ,例如 把 数学 上 的 无 限 次 计算 用 有 限 次 计算 来 近似 。 这 种 数学 模型 的 准确 解 和 数值 方 
法 的 近似 解 之 间 的 误差 称 为 截断 误差 。 由 于 截断 误差 是 数值 计算 方法 所 固有 的 ,因此 又 称 为 
方法 误差 。 

如 用 函数 

La 
Pn =r 一 可 
来 近似 函数 /(z) = sinz 时 ,就 带 来 截断 误差 
RCz)= /CD 一 PC 一 Sr (GE(0,z)) 


在 一 般 情况 下 , 设 函 数 /(z) 在 点 ze 的 泰勒 (Taylor) 级 数 展 开 公 式 是 


Cone 


fT)=f r+ (70) (z 一 z) 十 一 (rx) 二 .十 


fw (zo) ee er 人 


二 
Rl GT 一 加) (1.2) 

式 中 ,在 z 与 xz。 之 间 。 记 
5s. Co) kz 一 zx) (1.3) 
Re dn (1.4) 


则 有 
f(z)=S,.(x)+ R.(x) (1.5) 
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车 把 S, (zx) 作为 f(z) 的 近似 值 , 即 取 
f (1) ~ 5,(7) (1.6) 
则 f(z) 与 5, (zx) 之 间 的 差 值 R,(z) 就 是 截断 误差 。 即 用 函数 /(zx) 泰勒 级 数 展开 的 部 分 和 
5S,(z) 来 近似 函数 / (x) 时 , 余 项 R, (zx) 就 是 截断 误差 。 
在 计算 方法 中 ,通常 只 研究 含 人 误差 和 截断 误差 及 其 影响 。 重 视 误差 分 析 和 控制 误差 的 
传递 与 扩散 是 十 分 重要 的 ,没有 误差 分 析 的 数值 计算 结果 是 不 可 信 的 。 


1.2 绝对 误差 与 相对 误差 


定义 (1.2) ” 设 某 物理 量 的 准确 值 为 z* ,车 z 为 ”的 近似 值 (如 测量 结果 或 数值 计算 结 
果 ), 则 称 
pp (1.7) 
为 近似 值 x 的 绝对 误差 ,简称 误差 。 
例如 e 取 近似 值 2.718 2 时 ,绝对 误差 为 Ax ==e 一 2.718 2 一 0.000 081 8…。 


|Az| 的 大 小 反映 了 近似 值 x 的 准确 程度 。 在 同一 量 的 几 个 不 同 的 近似 值 中 , | Az| 越 小 ， 
近似 值 x 的 准确 度 越 高 。 


定义 (1.3) ”对 于 实际 问题 ,准确 值 z" 通常 是 无 法 确切 知道 的 ,从 而 也 无 法 用 式 (1.7) 计 
算出 近似 值 的 绝对 误差 ,但 可 以 根据 问题 的 背景 或 计算 情况 给 出 误差 Az 大 小 的 范围 。 即 给 
出 一 个 正 数 s, 使 得 

|Az|=|1z" 一 z| 和 es (1.8) 
成 立 , 则 s 叫 作 近似 值 z 的 绝对 误差 限 ,简称 误差 限 ,或 称 为 精度 。 
有 了 误差 限 se, 就 能 知道 准确 值 zx” 所 在 的 范围 是 
省 一 症 E 下 六 十 证 (1.9) 
这 个 范围 有 时 也 表示 成 
zx" =z+e (1.10) 
绝对 误差 的 大 小 不 能 恰当 地 刻画 一 个 近似 值 的 准确 程度 。 如 测量 100m 和 lm 两 个 长 度 时 ， 
若 绝对 误差 都 是 lcm, 显然 前 者 的 测量 更 为 准确 。 由 此 可 见 , 要 描述 一 个 量 近似 值 的 准确 程度 ， 
除了 要 考虑 近似 值 绝对 误差 的 大 小 外 ,还 要 考虑 该 量 自 身 的 大 小 ,为 此 引入 相对 误差 的 概念 。 

定义 (1.4) ” 设 工 为 准确 值 z” 的 一 个 近似 值 , 则 称 

Az i 一 工 


D (1.11) 
I 流 


ez 一 


为 近似 值 x 的 相对 误差 。 

一 般 来 说 ,在 同一 量 或 不 同 量 的 几 个 近似 值 中 ,相对 误差 e, 的 绝对 值 较 小 的 近似 值 的 精 
确 度 较 高 。 由 此 可 见 , 相 对 误差 比 绝对 误差 更 能 反映 误差 的 严重 程度 ,因此 在 误差 分 析 中 相对 
误差 比 绝对 误差 更 重要 。 

在 实际 计算 过 程 中 , 准确 值 xz” 并 不 知道 ,但 当 相对 误差 e. 的 绝对 值 较 小 时 ,e, 表达 式 
01.11) 分 母 中 的 准确 值 z” 可 以 用 近似 值 工 代替 ,这 种 代替 产生 的 影响 是 e: 的 高 阶 无 穷 小 ,可 
以 忽略 不 计 。 这 样 就 可 以 用 下 式 计算 相对 误差 : 

A EF 


a (1.12) 
工 工 


ey 
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定义 (1.5) ”由 于 准确 值 zx” 不 能 事先 知道 ,所 以 如 同 绝对 误差 一 样 ,相对 误差 也 不 能 准 
确 计算 ,但 可 以 估计 出 它 的 大 小 范围 。 即 给 出 一 个 正 数 3, 使 得 


lel=| 天 < |<。 (1.13) 
称 3 为 近似 值 z 的 相对 误差 限 。 
根据 式 (1. 8) 和 式 (1. 13) ,相对 误差 限 $ 和 绝对 误差 限 e 的 关系 是 


= (1.14) 
lz"| 


当 相对 误差 。, 的 绝对 值 较 小 时 ,相对 误差 限 Me 
(1.15) 


纺 对 训 关 和 组 对 误差 服 有 量 纲 , 而 相对 误差 和 相对 识 半 了 没 有 量 纲 ,通常 用 百分数 表示 ， 

例 1.1 用 千分尺 测量 一 长 度 所 得 结果 是 1, 二 26.267mm, 又 用 最 小 刻度 为 mm 的 直 尺 测 
得 该 长 度 的 值 是 /二 26. 3mm, 试 确定 直 尺 测量 结果 的 绝对 误差 ,绝对 误差 限 ,相对 误差 和 相对 
误差 限 。 

解 ”千分尺 比 直 尺 精度 高 很 多 ,在 计算 直 尺 测量 结果 的 误差 时 ,可 以 把 千分尺 的 测量 结 
果 看 作 长 度 的 真实 值 。 因 此 , 直 尺 测量 结果 的 绝对 误差 是 

Al=/, 一 (一 26.267 一 26.3 一 一 0.033mm 
直 尺 的 最 小 刻度 为 mm, 考 虑 到 测量 时 的 对 准 与 读数 时 的 估计 ,可 以 把 测量 的 误差 限 确定 为 半 
个 最 小 刻度 , 即 绝对 误差 限 为 
e=0.5mm 


测量 结果 的 相对 误差 和 相对 误差 限 分 别 是 


~ —!_ 26.267—26.3 %=—0 138 
as 2 X 100% 0.13% 


e 一 .0.5 = 
~ 一 26.3X 100% 一 1.9% 


1.3 ”有效 数字 与 误差 


为 了 确定 用 “四 使 五 人 ”规则 所 得 近似 值 的 绝对 误差 限 , 先 看 下 面 的 例 1. 2。 

例 1.2 用 “四 会 五 人 ”方法 分 别 给 出 准确 值 1.730…,1.731…,1.732…,…,1.739… 保 
留 前 三 位 数字 的 近似 值 , 并 讨论 近似 值 的 绝对 误差 和 绝对 误差 限 。 

解 ”各 准确 值 rz;、 近 似 值 x; .绝对 误差 Ar 和 绝对 误差 限 e, 见 表 1. 1。 

结果 表明 ,用 “四 使 五 人 "规则 从 准确 值 1. 73… 所 确定 的 近似 值 为 1.73 或 1.74, 它 们 的 共 
同 绝对 误差 限 是 0.005, 等 于 近似 值 1. 73 或 1. 74 的 末 位 数 (3 或 4) 所 在 位 (小 数 点 后 第 二 位 ) 
的 单位 0.01 的 一 半 。 

可 见 , 凡 是 由 准确 值 根据 "四 舍 五 人 ”规则 得 到 的 近似 值 ,其 绝对 误差 限 等 于 该 近似 值 末 
位 数字 所 在 位 单位 的 一 半 。 


6 一 
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表 11 
绝对 误差 限 
准确 值 六 近似 值 地 绝对 误差 限 s 六 一 确 窟 为 
1.730… 0.001 
1.731… 0.001… 0.002 
1.73 0.002… 0.003 
1.733… 0.003… 0.004 
1.734… 0..004… 0. 005 6 一 0.005 一 
1.735… 一 0.004 ™ 0. 005 去 XxX0.01 
—0.003 | 0.004 
1.74 一 0.002 0.003 
一 0.001 …… 0.002 
1.739… 一 0.000… 0.001 


注 : 十 … = 一 0.001。 

为 了 使 近似 值 数字 位 数 的 多 少 能 够 反映 其 准确 程度 ,引入 有 效 数 字 的 概念 。 按 照 “ 四 售 五 
入" 规则 减少 数字 位 数 所 得 近似 值 的 有 效 数字 定义 如 下 : 

定义 (1.6) ”如 果 按 照 * 四 会 五 人 ”规则 减少 数字 位 数 所 得 近似 值 x 的 绝对 误差 限 是 某 位 
单位 的 一 半 , 就 称 该 近似 值 准确 到 这 一 位 ,并 且 把 从 这 一 位 到 近似 值 左边 第 一 位 非 零 数字 的 全 
部 数字 称 为 这 个 近似 值 的 有 效 数字 。 

例 1.3 设 a== 一 2.18 和 4b 二 2.120 0 分 别 是 由 准确 值 经 过 “四 命 五 人 ”得 到 的 近似 值 , 问 
绝对 误差 限 se 和,、 相 对 误差 限 5 和 65。 各 是 多 少 ? 

解 ”由 准确 值 经 "四 舍 五 人 ”得 到 的 近似 值 的 绝对 误差 限 等 于 该 近似 值 末 位 所 在 位 单位 
的 一 半 , 于 是 两 个 近似 值 的 绝对 误差 限 分 别 是 


Eu = x 0.01=0.005, & = x0.000 1=0.000 05 


2 2 
相对 误差 限 分 别 是 


和 0.000 05 
~ 0.23%,， 6 2 1200 


定义 (1.7) ” 设 z 为 准确 值 z” 的 近似 值 ,将 z 写成 

二 土 (x1 X 10 1 十 za X102? 十 … 十 zeX10)X10" 一 士 0.zizz…zeX10" (1.16) 
式 中 ,zi 是 1,2,…,9 中 的 数字 ;zx;，…,z, 是 0,1,2,… .9 中 的 数字 ;n 为 正 整 数 ;m 是 整数 。 并 
且 近 似 值 z 的 绝对 误差 满足 不 等 式 

EY 一 zl 和 于 xlo (1.17) 

则 称 近似 值 z 具有 位 有 效 数字 。 

例 1.4 (1) 按 “ 四 会 五 人 ”规则 写 出 下 列 各 数据 具有 五 位 有 效 数字 的 近似 值 : 

187.932 5, 0. 037 855 51, 8. 000 033 
(2) 确定 下 列 各 近似 值 的 有 效 数字 位 数 及 绝对 误差 限 : 


x 0.002 4% 
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2.0004， 一 0.002 00, 9000 
解 (1) 对 于 每 一 个 数 , 从 左边 第 一 个 非 零 数字 起 向 右 保留 五 位 数 ,第 六 位 按 “ 四 会 五 人 ” 
规则 会 去 或 进位 , 便 可 得 到 有 五 位 有 效 数字 的 近似 值 。 它 们 分 别 是 
187.93, 0.037 856, 8.0000 
(2) 近似 值 从 左边 第 一 位 非 零 数字 到 右边 最 后 一 位 数字 的 总 位 数 就 是 这 个 近似 值 的 有 效 
数字 位 数 。 这 几 个 近似 值 的 有 效 数字 位 数 分 别 是 5,3,4。 近 似 值 的 绝对 误差 限 等 于 末 位 的 半 
个 单位 。 它 们 分 别 是 
诸 X0.000 1=0.000 05， 二 x0.000 01 一 0.000 005， 去 x1=0.5 
对 于 表示 为 式 (1. 16) 形式 的 近似 值 ,在 m 相同 的 情况 下 ,n 越 大 ,有 效 数字 的 位 数 越 多 ， 
10"" 越 小 ,绝对 误差 限 10”"/2 就 越 小 ,相对 误差 限 也 越 小 。 因 此 ,在 进行 数值 计算 时 ,应 尽量 
避免 参加 运算 的 数 的 有 效 数字 位 数 损失 ,以免 影响 计算 精度 .另外 ,准确 值 的 有 效 数字 位 数 可 
以 看 作 无 限 多 位 。 
有 效 数字 与 误差 的 关系 由 以 下 两 个 定理 给 出 : 
定理 (1.1) ”车 近似 值 + 具有 式 (1. 16) 的 形式 , 则 其 相对 误差 限 为 


65. =2- X10™" (1.18) 


证 明 显然 
zi1 X10 < |z|< (z+) x10" 
由 相对 误差 的 定义 式 (1. 12) ,得 
10" /2 1 


Be 1 Wy ee 
rxX10™ 2x, 9 


则 相对 误差 限 为 (1/2z1) X10™。 

由 此 可 见 , 只 要 知道 了 近似 值 xz 的 有 效 数字 位 数 n 和 第 一 位 非 零 数字 xz, ,就 能 估算 出 它 的 
相对 误差 限 。 反 之 ,还 可 以 从 近似 值 的 相对 误差 限 来 估算 其 有 效 数字 位 数 。 

定理 (1.2) ”车 近似 值 z= 士 (zx, X 10 十 zs X10 了 十 … 十 zx, X10)X10" 的 相对 误差 
限 为 


1 


Liy 9 (1.19) 


6, 


则 至 少 具 及 位 有 效 数字 。 
证 明 ”由 于 
larl=|z" —zl=|z|- El el< zl 0.— 


[Cz X10 + zs X107+…+z, X10")X10"]x KW 


= 
2Cz 十 1) 
(zi 十 1)X 10" 
2Cm 十 1) 
可 见 ,近似 值 x 的 绝对 误差 限 为 10™"/2, 故 zx 至 少 具有 n 位 有 效 数 字 。 
从 以 上 两 个 定理 可 知 ,有 效 数字 位 数 可 以 刻画 近似 值 的 准确 程度 ,绝对 误差 限 与 近似 值 有 
效 数字 的 末 位 有 关 , 相 对 误差 限 与 近似 值 的 有 效 数 字 位 数 有 关 。 
例 1.5 用 3.141 6 来 表示 x 的 近似 值 时 , 它 的 相对 误差 限 是 多 少 ? 
a 
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解 ”近似 值 3.141 6 有 五 位 有 效 数字 ,并 且 左 边 第 一 位 非 零 数字 是 3, 根 据 定理 (1. 1) ,其 
相对 误差 限 为 
| 1 


sl t 
人 3XSX1l0 6X10 


例 1.6 已 知 近似 值 x 有 两 位 有 效 数 字 , 试 求 其 相对 误差 限 。 
解 ”本 题 给 出 了 近似 值 的 有 效 数字 位 数 ,但 没有 给 出 第 一 位 非 零 数字 , 遇 到 这 种 情况 ,可 
以 按 第 一 位 非 零 数字 为 最 不 利 情况 考虑 , 故 取 zx, = 1。 根 据 定理 (1. 1) ,得 


十- Sr | 31 5y 
6, X10 ZXTX10 5% 


即 近 似 值 x 的 相对 误差 限 为 5%。 
例 1.7 已 知 近 似 值 zx 的 相对 误差 限 为 0.3%, 问 之 至 少 有 几 位 有 效 数字 ? 
解 ” 设 + 有 n 位 有 效 数字 。 由 于 xz 的 第 一 位 非 零 数字 zx, 没有 给 出 , 故 必须 考虑 其 取 1 三 
zi 三 9 的 各 种 情况 。 依 据 
3 1 1 


3%= = = 1 2 
0.3% =T006 xi X10 3xdTD XI 
3 
WE jc 1 1 Ns 
0.3% T0000 “Ix <IxiX! 一 
本 X10 
令 1 一 n= 一 2, 则 n=3, 则 xz 至 少 具有 3 位 有 效 数字 。 


例 1.8 为 了 使 /20 的 近似 值 的 相对 误差 不 超过 0.1%, 问 至 少 要 取 多 少 位 有 效 数字 ? 
解 ”根据 定理 (1.1) 
lal< 直 x 10™! 


因为 V20 的 第 一 个 非 零 数字 是 4, 故 有 


lal<aiX10 “1 0.1% =10" 


nn 的 最 小 值 只 能 为 4。 即 V20 的 近似 值 只 要 超过 4 位 有 效 数字 , 则 其 相对 误差 就 不 大 于 
0.1%。 


1.4 误差 危害 的 防止 措施 


由 于 受 计算 机 数据 存储 位 数 的 限制 ,数值 计算 的 每 一 步 都 可 能 出 现 伟人 误差 ,而 一 个 科学 
问题 的 解决 ,往往 要 经 过 成 千 上 万 次 运算 ,误差 的 传递 和 累积 可 能 会 给 计算 结果 带 来 严重 影 
响 。 要 对 计算 的 每 一 步 都 进行 误差 分 析 ,显然 既 不 现实 也 不 必要 。 人 们 通过 对 误差 传递 规律 
的 分 析 , 总 结 出 数值 计算 过 程 中 避免 误差 危害 发 生 的 几 个 原则 ,遵守 这 些 原则 将 有 助 于 提高 计 
算 结 果 的 可 靠 性 和 降低 误差 危害 出 现 的 可 能 性 。 

1. 使 用 数值 稳定 的 算法 

所 谓 算法 ,就 是 给 定 一 些 数据 后 ,按照 一 定 规定 顺序 进行 计算 的 一 个 运算 序列 , 它 是 一 个 
近似 计算 过 程 。 要 选择 某 个 算法 ,就 必须 保证 其 计算 结果 能 达到 要 求 的 精度 。 一 般 而 言 ,初始 
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值 的 误差 和 计算 中 的 伟人 误差 总 是 存在 的 ,而 数值 计算 也 是 逐步 进行 的 ,前 一 步 计 算 结果 的 误 
差 必 然 影响 后 一 步 计算 结果 的 准确 性 。 把 数值 计算 过 程 中 舍 入 误差 不 增长 的 算法 称 为 数值 稳 
定 的 ,否则 是 数值 不 稳定 的 。 只 有 数值 稳定 的 算法 才 可 能 得 出 可 靠 的 计算 结果 ,数值 不 稳定 的 
算法 没有 实用 价值 
例 1.9 计算 积分 
已 一 | zedr (n=0,1,2,.,9) 
解 ”利用 分 步 积分 ,得 


: 
已 一 | edz [ze —n] "edr—1—nE, 
‘ | 


即 得 递 推 公式 
E,=1—nE,: (一 1,2,…,9) (1.20) 
其 中 E, ==1 一 e*。 利 用 递 推 公式 (1. 20) ,保留 小 数 点 后 六 位 的 计算 结果 见 表 1. 2。 
表 1.2 
已 准确 值 计算 结果 绝对 误差 
E, 0.367 879 0.367 879 0. 000 000 44 
E; 0. 264 241 0.264 242 一 0.000 001 
E, 0.207 277 0.207 274 0. 000 003 
E, 0.170 893 0.170 904 一 0.000 011 
E, 0.145 533 0. 145 480 0. 000 053 
E, 0.126 802 0.127 120 一 0.000 318 
E; 0.112 383 0.110 160 0. 002 223 
E, 0. 100 932 0. 118 720 一 0.017 788 
E, 0.091 612 一 0.068 480 0. 160 092 


积分 值 本 应 为 正 ,为 何 出 现 了 负 值 ?就 是 因为 所 用 的 递 推 公式 是 数值 不 稳定 的 ,初始 值 的 
误差 在 传递 过 程 中 增长 很 快 。 若 E。 的 伟人 误差 是 c, 即 
Eo=Es 十 
则 由 递 推 公式 有 
E=1—E=1—E 一 “一 太一 0 
E;=1—2E,=1—2E' 十 2o 王 Ez 十 2!c 
E,=1—3E;:=1—3E? —6o=E; 一 3!c 
E,=1—4E,=1—4E:? +4X3!lo=E’; 十 4!c 


E.=E: 十 (一 1D)"mlc 
取 E。 的 舍 人 误差 c 一 4. 412 X 10 ,计算 到 E。 所 产生 的 误差 为 
91lo 2 0.160 1 
而 Es 保留 三 位 有 效 数字 的 精确 值 为 0.091 6。 显 然 ,误差 完全 淹没 了 准确 值 , 使 计算 结果 严重 
偏离 准确 值 。 
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如 果 将 递 推 公式 改写 为 
1 一 已 
n 
考虑 到 nm -> co 时 ,E, > 0, 取 Ezo 一 0 作为 初 值 进行 计算 ,得 
En =0.0,Es 一 0.050 000 0,Eis 一 0.050 000 0,…,El 一 0.083 877 1,E, =0.091 612 3 

得 到 了 正确 的 结果 。 

用 递 推 公式 (1. 20) 计算 时 ,每 运算 一 步 , 初 值 的 误差 就 放大 倍 ,误差 逐步 增 大 ,因此 算法 
是 数值 不 稳定 的 ,不 能 得 到 可 靠 结果 ;用 递 推 公式 (1.21) 计算 时 ,每 运算 一 步 , 初 值 的 误差 就 
缩小 到 1/n, 误 差 逐 步 减 小 ,算法 是 数值 稳定 的 ,能 得 到 可 靠 的 结果 。 这 个 例题 说 明 , 对 于 同一 
问题 ,选用 的 算法 不 同 ,结果 会 完全 不 同 。 在 实际 计算 中 ,必须 采用 数值 稳定 的 算法 ,不 能 采用 
数值 不 稳定 的 算法 。 

2. 避免 两 个 相近 的 数 相 减 

两 个 相近 的 数 相 减 会 造成 有 效 数字 位 数 严重 减少 ,相对 误差 增 大 ,影响 计算 结果 精度 ,应 
尽量 避免 。 

例如 之 一 7.000 002,y 一 6.999 998, 它 们 都 有 7 位 有 效 数字 ,但 zz 一 y==0.000 004 只 剩 下 
一 位 有 效 数字 ,使 结果 的 相对 误差 明显 增 大 。 

例 1.10 当 z=1 000 时 ,计算 YT 十 了 一 Vz 的 值 。 

解 方法 1: 直 接 计 算 

Vz 二 IT 一 人 z = 一 V100T 一 V1000 = 31.64 一 31.62 一 0.02 

结果 只 有 一 位 有 效 数字 ,相对 误差 较 大 。 

方法 2: 改变 计算 公式 


互 - 一 (1.21) 


vzTIT- 人 = 一 ~ 0.015 8l 
VE 于 I 二 VE 


结果 有 四 位 有 效 数字 ,相对 误差 较 小 。 

例 1.11 计算 A 一 107(1 一 cos2") 。 

解 方法 1: 直 接 计算 

A、10(1 一 0.999 4)=6 X10 

结果 只 有 一 位 有 效 数字 。 

方法 2: 改 变 计算 公式 

A=107(1 一 cos2) 一 107 X2 (sinl’)’: ~ 2 X10 X0.017 45 到 6.09X10 

结果 有 三 位 有 效 数字 。 

可 见 , 改 变 计算 公式 ,可 以 有 效 避 免 两 个 相近 数 相 减 引起 的 有 效 数 字 位 数 减少 ,从 而 得 到 
较 高 精度 的 结果 。 

一 般 地 , 当 f(z) < f(x。) 时 ,可 以 用 泰勒 级 数 展开 式 计算 差 值 , 即 


2 


f(z)— fxr0)=f (70) (rT— 10)+ oe (I— zx0) :+e (1. 22) 


取 右 端的 有 限 项 作为 左 端的 近似 。 
如 果 无 法 改变 算法 ,就 需要 增加 有 效 数 字 位 数 进行 计算 ,这 样 会 延长 计算 时 间 和 占用 更 多 
计算 机 内 在 。 
se 运 
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3. 绝对 值 太 小 的 数 不 能 作 除 数 

在 数值 计算 中 ,车 用 很 小 的 数 作 除 数 ,可 能 会 因 商 太 大 而 导致 计算 机 溢出 停机 ,而 且 车 作 
为 分 母 的 这 个 小 数 有 很 小 误差 ,就 会 对 计算 结果 产生 严重 影响 。 

根据 误差 传递 规律 ,两 个 近似 值 x, ,x; 的 比值 z, /zx: 的 误差 估计 式 为 


A(E)~ Elanlt Tl 

车 |zzs | |zi|, 则 |zi|/|zs | 沁 1,z: 的 误差 就 会 被 严重 放大 ,给 计算 结果 带 来 较 大 影响 。 因 
此 不 宜 把 绝对 值 太 小 的 数 作 除数 。 

例如 2, 718 2/0.001 二 2 718. 2。 如 车 分 母 变 为 0.001 1 时 , 即 分 母 有 0.000 1 的 变化 ,比值 
变 为 2.718 2/0.001 1 ~ 2 471.1, 有 巨大 变化 。 

4. 防止 大 数 " 吃 掉 ” 小 数 

在 数值 计算 中 , 若 参与 加 减 运算 的 两 个 数 的 数量 级 相差 很 大 ,由 于 计算 机 做 加 减 运算 时 要 
“对 阶 ”( 对 阶 是 指 两 数 进行 加 减 运算 时 ,必须 使 小 数 点 对 齐 后 才 进 行 运算 。 对 浮 点 数 来 说 ,小 
数 点 对 齐 就 是 使 两 个 数 的 阶 码 相 等 。 使 两 个 数 阶 码 相 等 的 过 程 就 称 为 对 阶 。 对 阶 的 过 程 , 实 
际 上 都 是 采用 小 阶 向 大 阶 看 齐 的 办 法 ) ,加 之 计算 机 的 存储 位 数 有 限 ,可 能 造成 绝对 值 小 的 数 
被 绝对 值 大 的 数 “ 吃 掉 ” 而 不 能 发 挥 作用 ,严重 影响 计算 结果 的 准确 性 ,所 以 应 采取 措施 防止 
大 数 “ 吃 掉 ” 小 数 。 


例 1.12 在 五 位 十 进 制 计算 机 上 计算 A 二 51 234 十 2 其 中 $=0.9。 


解 ”方法 1: 先 把 参与 运算 的 数 51 234 写成 规格 化 形式 51 234 一 0.512 34 X105。*“ 对 阶 ” 
时 把 两 数 写成 绝对 值 小 于 1 而 阶 码 相 同 的 数 ,6, ==0.000 009 x 105 ,五 位 十 进 制 计算 机 只 能 存 
储 五 位 小 数 , 多 余 位 略 掉 。 计 算 过 程 为 
A=0.512 34 X 105 十 0.000 009 X 105 十 … 十 0.000 009X 10: 人 
[C0.512 34 X 10° 十 0.000 00 X 105) 十 …] 十 0.000 00X10 和 
0.512 34 X 10* 
符号 "全 "表示 计算 机 中 的 运算 。 显 然 , 计 算 结果 是 不 可 靠 的 。 这 是 由 于 对 阶 时 ,与 大 数 51 234 
相 比 ,小 数 8 被 当 作 零 对 待 , 被 大 数 51 234“ 吃 掉 ” 造 成 的 。 
方法 2: 计 算 时 先 把 数量 级 相同 的 1 000 个 市 加 起 来 ,再 与 51 234 相 加 ,就 不 会 出 现 小 数 被 
大 数 “ 吃 掉 ” 的 现象 。 此 时 
A=0.512 34 X 105 十 0.000 009X10 十 … 十 0.000 009 X 105 一 
0.512 34 X 105 十 (0. 000 009 X 105 十 … 十 0. 000 009X 105) 人 
0.512 34 X 10 十 0.009 00X10 全 
0.521 34 X 10° 

例 1.13 求解 二 次 方程 


x — (0 +1)z+10 =0 
的 根 。 
解 ”用 因数 分 解 容易 得 到 方程 的 根 是 
x1=10’, zz=1 
但 用 求 根 公 式 
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—b+t Vb — 4ac 
2a 


在 能 将 规格 化 数 表示 到 小 数 点 后 八 位 的 计算 机 上 编程 计算 时 ,首先 要 对 阶 : 
一 4 一 10* 十 1 一 0.100 000 00 X 10" 十 0.000 000 00[01] x 10" 
由 于 等 号 右 端 第 二 项 最 后 两 位 数字 *01” 在 机 器 上 表现 不 出 来 ,实际 上 是 


X12 二 


—bA10 
类 似 地 还 有 
VE —4ac A 10 
从 而 方程 根 的 计算 结果 是 
nal 十 10 10', pe 1 =I0 et 
显然 ,zs 严重 失真 ,这 是 大 数 “ 吃 掉 ” 小 数 的 结果 。 
如 果 把 zx, 的 公式 写成 
et 2c =.2X10 ji 
了 2a 二 0 十 VFE 10+10 


就 能 得 到 正常 结果 。 

因此 ,在 进行 数值 计算 时 ,要 分 析 参 与 运算 的 各 个 数 的 数量 级 ,编程 时 对 运算 次 序 做 出 恰 
当 安 排 ,防止 大 数 “ 吃 掉 ” 小 数 ,保障 计算 结果 的 可 靠 性 。 

5. 简化 计算 公式 ,减少 运算 次 数 

减少 运算 次 数 不 仅 能 够 减少 运算 量 、 提 高 运算 速度 ,还 可 以 减少 误差 传递 次 数 , 减 少 伟人 
误差 的 积累 ,提高 结果 精度 。 

例 1.14 分 析 计 算 多 项 式 P, (xz) 二 a 十 az 十 az 十 … 十 avz" 的 值 时 的 运算 次 数 。 

解 ”车 直 接 按 上 面 公式 逐 项 求 积 . 求 和 计算 ,总 共 要 作 1 十 2 十 … 十 n= 二 n(n 十 1) /2 次 乘 
法 入 次 加 法 。 但 如 果 将 公式 改写 为 下 面 的 形式 : 

忆 ,(z) 一 ao 十 (ai 十 (az 十 … 十 (az 十 (ai 十 ao 并 ) 工 ) 工 …) I)r 

即 秦 九 部 算法 , 则 只 需 n 次 乘法 和 次 加 法 就 可 以 了 。 如 = 二 20, 直 接 计算 的 运算 次 数 是 230， 
秦 九 韶 算 法 的 运算 次 数 是 40。 

任何 数值 计算 方法 ,只 有 在 计算 机 上 能 快速 得 出 可 靠 结 果 时 , 才 是 好 的 算法 。 通 常 从 以 下 
几 个 方面 来 评价 一 个 数值 计算 方法 的 优 劣 : 

51) 计算 量 小 ， 

(2) 计算 结果 误差 小 ; 

(3) 占用 计算 机 内 存 少 。 

以 上 几 个 方面 往往 难以 兼顾 ,实际 计算 时 要 根据 精度 要 求 , 结 合计 算 机 性 能 特点 ,选择 合 
适 的 数值 计算 方法 ,以 便 快速 得 出 满意 结果 。 


习 题 
1. 根据 误差 的 来 源 ,把 误差 主要 分 为 哪 四 类 ? 分 别 给 出 它们 的 定义 ,并 举例 说 明 。 


2. 什么 是 有 效 数字 ? 近似 值 的 有 效 数字 位 数 与 其 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 分 别 有 何 关 
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系 ? 试 举例 说 明 。 
3. 在 数值 计算 中 ,防止 误差 危害 发 生 的 主要 措施 有 了 哪 五 个 ? 
4. 采用 “四 低 五 人 ”规则 ,分 别 给 出 下 列 各 准确 值 的 具有 四 位 有 效 数字 的 近似 值 ,并 指出 


近似 值 的 绝对 误差 限 。 
1.202 1, 1.0004, 76.450, 0.001 2713， 0.001 0008 
5. 分 别 给 出 下 列 各 近似 值 的 有 效 数字 位 数 , 并 计算 其 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 。 
mi 一 一 1.002 10, zz 一 0.032， Zz;=—0.040 10 


6. 下 列 各 近似 值 均 有 四 位 有 效 数字 : 
zi 一 0.012 34, zx:=123.4, Zz;=—1.010 

试 指出 它们 各 自 的 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 。 

7. 要 使 圆周 率 x 的 近似 值 的 相对 误差 不 超过 0.01%, 问 该 近似 值 至 少 要 有 几 位 有 效 
数字 ? 

8, 已 知 /3 一 1.732 050 8…, 试 给 出 其 具有 3,4,5 位 有 效 数字 的 近似 值 ,并 求 出 相应 的 绝 
对 误差 限 和 相对 误差 限 。 

9. 数列 r, 的 递 推 公式 是 ,二 10z, 1 一 1(n 二 1,2,…) 。 车 取 zx。 二 V2 x 1,41( 三 位 有 效 
数字 ) , 问 按 这 个 递 推 公式 求 得 的 zw 的 误差 有 多 大 ? 这 个 计算 过 程 是 数值 稳定 的 吗 ? 

10. 取 Y2 ~ 1. 4, 分 别 应 用 下 列 各 式 计算 /二 (V2 一 1) 的 值 。 
py (2) (3— 2V2)’; rm (4)99 一 70VZ。 
哪 一 个 公式 得 到 的 结果 最 好 ? 

11, 试 改变 以 下 各 表达 式 ,使 其 计算 结果 更 为 准确 。 


(1) 


入 
(WITTF lzI<1s 

(Wz+i /zi, lzl>1; 
(3) 1—eosz, |z|g1 且 xz#0, 


12. 求 方程 己 一 56z 十 1= 0 的 两 个 根 , 使 它们 至 少 具有 四 位 有 效 数字 (已 知 
V3 132 a 55. 964 27) 。 
13. 设 近似 值 xz > 0, 并 且 其 相对 误差 限 是 8, 求 Inz 的 相对 误差 限 。 
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在 实际 问题 中 ,变量 x 与 y 之 问 的 函数 关系 y 一 /(z) 是 事先 不 知道 的 ,人 们 往往 通过 实验 
测量 得 出 与 变量 < 的 离散 值 z,(i 二 0,1,2,…,n) 对 应 的 变量 y 的 离散 值 y, Ci 一 0,1,2，-sn) ， 
并 以 数 表 的 形式 给 出 。 这 种 表格 形式 的 函数 , 既 不 利于 探讨 变量 与 y 之 间 的 数学 关系 ,也 不 
便于 计算 表 中 没有 给 出 的 函数 值 。 因 此 , 有 必要 建立 一 些 方法 , 能够 根据 已 知 的 z, 与 
GE0,1,2，szD 之 间 的 对 应 关系 ,确定 函数 关系 =/(z) 的 近似 形式 。 函 数 的 插值 和 拟 
合 正 是 两 种 常用 的 解决 这 类 问题 的 方法 。 函 数 的 插值 和 拟 合 就 是 用 既 易 于 计算 又 能 反 歇 函数 
?= 7(z) 主要 特征 的 简单 函数 来 近似 函数 > = 7/(z) 。 由 于 采用 的 近似 标准 不 同 、 所 选用 的 简 
单 函 数 的 类 型 不 同 以 及 构造 方法 不 同 , 便 产生 了 不 同类 型 的 插值 方法 和 拟 合 方法 。 插 值 和 拟 
合 还 是 物理 实验 数据 的 常用 处 理 方法 。 

传 里 叶 变 换 是 信号 处 理 和 数据 处 理 的 重要 工具 ,在 力学 ,波动 学 .声学 ,光学 和 通信 工程 中 
广泛 应 用 。 它 使 时 域 或 空域 问题 的 频 域 分 析 成 为 可 能 ,可 以 简化 研究 过 程 ,更 加 深刻 地 揭示 问 
题 的 本 质 。 随 着 计算 机 技术 的 进步 ,作为 传 里 叶 变换 有 效 计算 方法 的 快速 传 里 叶 变换 得 到 了 
长 足 发 展 ,应 用 领域 不 断 扩大 。 

本 章 主要 介绍 拉 格 朗 日 插值 法 、 牛 顿 插值 法 及 函数 拟 合 的 最 小 二 乘法 ,同时 简要 介绍 几 种 
分 段 低 次 插值 方法 及 快速 傅 里 叶 变换 的 理论 基础 和 实现 方法 。 


2.1 函数 的 插值 


2.1.1 插值 的 基本 概念 


定义 (2.1) ” 设 函 数 y 二/(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 定义 , 它 在 区 间 内 的 十 1 个 互 异 点 
Zili 一 0,1,2,…,n) 处 的 函数 值 / (xz) 已 知 , 记 作 
y=f(r) (=0,1,2,.,n) (2.1) 
设 史 是 给 定 的 某 个 函数 类 ,在 上 选择 简单 函数 y 一 p(x) 作为 函数 > 一/(z) 的 近似 函数 ,并 且 
满足 条 件 
pz)=f() (=0,1,2,0,n) (2.2) 
这 样 的 函数 近似 方法 就 称 为 函数 插值 。 称 式 (2. 2) 为 插值 条 
件 , 称 近似 函数 > 一 p(z) 为 函数 y 一/ (x) 的 插值 函数 , 称 函 数 
3 二 f(z) 为 被 插值 函数 , 称 互 异 点 xz; (i 一 0,1,2,…,n) 为 插值 
节点 (简称 "节点 ”), 称 (zi,7(Cz) ) (i 二 0,1,2,…,n) 为 插值 
点 ,区 间 [a, 妇 被 称 为 插值 区 间 。 
如 图 2.1 所 示 , 从 几何 上 看 , 插值 问题 就 是 用 经 过 点 
(zf (zx) ) (i 一 0,1,2,…,n) 的 曲线 y 二 g(x) 来 近似 同样 经 
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过 这 些 点 的 曲线 > 一 F(z) 。 

插值 函数 y=p(z) 的 选择 要 视 具体 问题 而 定 ,常用 的 插值 函数 类 有 代数 多 项 式 类 、 分 段 多 
项 式 类 、 有 理 函数 类 及 三 角 函数 类 等 。 由 于 代数 多 项 式 具有 简单 和 和 良好 的 性 质 , 如 无 限 光滑 、 
容易 计算 导数 和 积分 等 ,故常 选用 代数 多 项 式 作为 插值 函数 ,这 样 的 插值 方法 称 为 多 项 式 
插值 。 


2.1.2 ”插值 多 项 式 的 存在 性 与 唯一 性 
定义 (2.2) 一 个 在 n 十 1 个 互 异 节点 zx,(i 二 0,1,2,…,n) 上 满足 条 件 


P(x)=f(r) Gi=0,1,2..n) (2. 3) 
的 不 高 于 n 次 的 多 项 式 

P,(z)=ao +art+asr’ + 二 ar" (2.4) 
被 称 为 插值 多 项 式 。 


下 面 的 定理 (2. 1) 表明 ,插值 多 项 式 不 仅 是 存在 的 ,而 且 是 唯一 的 。 
定理 (2.1) 在 ”十 1 个 互 异 节点 z, (i 二 0,1,2,…,n) 处 满足 插值 条 件 式 (2. 3) 的 次 数 不 
高 于 nn 次 的 插值 多 项 式 (2.4) 存在 且 唯一 
证 明 ”如 果 满 足 插值 条 件 的 插值 多 项 式 (2.4) 的 十 1 个 系数 ai (i 一 0,1,2,…,n) 可 以 被 
唯一 确定 , 则 该 多 项 式 也 就 存在 并 且 唯一 。 
根据 插值 条 件 式 (2. 3) ,插值 多 项 式 (2.4) 的 系数 a,(i 二 0,1,2,…,n) 满足 下 面 的 2 十 1 阶 
线性 方程 组 : 
几 十 wz 十 aa 天 十 …… 十 az 二 yo] 
au 十 azi 十 az 好 十 十 az1 二 | 


[ 

a 十 are 十 az 十 | 

它 是 以 a,(i=0,1,2,…,n) 为 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 ， 其 系数 行列 式 为 范 德 蒙 
(Vandermonde) 行列 式 


|1 wm 如 r 
1 本 

Vs .|= I Cz—z) (2.6) 
了 区 


由 于 节点 互 异 , 即 xz, 关 式 (i 去 门 ,所 以 V 关 0。 由 克 莱 姆 (Cramer) 法 则 可 知 ,方程 组 式 
(2.5) 有 唯一 的 一 组 解 a, (i 二 0,1,2,…,n) ,也 就 是 说 插值 多 项 式 (2.4) 被 唯一 确定 ,这 就 证 明 
了 次 代数 多 项 式 插值 问题 解 的 存在 性 与 唯一 性 。 

唯一 性 说 明 , 无 论 用 什么 方法 来 构造 插值 多 项 式 , 也 不 管用 什么 形式 来 表示 插值 多 项 式 ， 


2.1.3 ”插值 多 项 式 的 余 项 


定义 (2.3) nn 次 插值 多 项 式 (2.4) 给 出 的 插值 函数 y 一 P.(z) 只 是 函数 y= 二 f(x) 的 近似 ， 
其 误差 被 称 为 插值 多 项 式 的 余 项 或 截断 误差 , 记 作 
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R.(z) 一 F(z) 一 Po(z) 地 
关于 插值 多 项 式 的 余 项 有 以 下 定理 , 它 是 插值 误差 分 析 的 基础 。 
定理 (2.2) ” 设 函 数 y==/(zx) 在 包含 互 异 节点 x,(i 一 0,1,2,…,n) 的 最 小 开 区 间 工 上 有 
直到 十 1 阶 的 连续 导数 , 则 插值 多 项 式 (2. 4) 的 余 项 是 


ty 
RiFD os) (ED (2. 8) 
式 (2. 8) 称 为 插值 多 项 式 的 余 项 公式 。 其 中 
Cy | We (2.9) 
1 


证 明 ” 当 zx=z,(i 一 0,1,2,…,n) 时 ,定理 显然 成 立 。 设 z 不 同 于 所 有 节点 zx,(i=0,1,2， 
…,n) ,构造 辅助 函数 


A haa PCz)。 ， 0) 
wrri (XT) 


显然 ,p(t) 有 nn 十 2 个 互 异 零 点 工 及 zx, (i 二 0,1,2,…,n) 。 根 据 罗 尔 定理 ,gy (1) 在 区 间 了 内 至 
少 有 nn 十 1 个 零点 ,y(4) 在 区 间 1 内 至 少 有 nn 个 零点 ,… 连续 运用 罗 尔 定理 可 知 , 至 少 存 在 
一 个 点 《El, 使 pg"? (8) 二 0。 

注意 到 P, (1) 是 nn 次 多 项 式 ,其 十 1 阶 导数 等 于 零 !ov (1) 是 最 高 次 项 系数 为 1 的 2 十 1 
次 多 项 式 , 其 ”十 1 阶 导数 等 于 (十 1) !。 于 是 
Cz) 一 已 Cz) 


9(0 一 (GD) 一 PCD) 


f° (6) 一 (n+1)! =0 
wr (XT) 
式 中 f(x) 一 P, (xz) 二 R, (zr) ,整理 后 得 式 (2. 8)。 
令 M 二 max| f(z) |, 则 有 
此 
计 a 
IR.(z) |< mtorr lr- (2. 10) 


由 于 无 法 具体 求 出 ,因此 常用 上 式 来 估计 插值 多 项 式 的 截断 误差 。 

如 果 被 插值 函数 f(z) 本 身 就 是 不 高 于 ”次 的 多 项 式 , 由 余 项 公式 (2.8) 可 知 R,(z) 三 0， 
因此 f(z) 的 n 次 插值 多 项 式 P, (zx) 与 / (x) 本 身 完全 相等 。 

从 理论 上 讲 , 从 方程 组 式 (2. 5) 求 出 a (i 二 0,1,2,…,n) 后 就 得 到 了 插值 多 项 式 (2. 4)， 
但 由 于 解 线 性 方程 组 的 计算 量 往往 很 大 ,所 以 通常 不 使 用 这 种 方法 建立 插值 多 项 式 ,而 用 构造 
法 。 下 面 分 别 介绍 拉 格 朗 日 插值 法 和 牛顿 插值 法 。 


2.2 拉 格 朗 日 插值 法 


2.2.1 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 构造 


先 建立 多 项 式 l, (zx) ,使 它 在 节点 zx; (i 一 0,1,2,…,n) 处 的 值 为 
1 (i=k) 
ce)=| . (isk=0,1,2,.,n) (2.11) 
lo Gk) 
由 条 件 Lz) 二 0G 隆 可 知 ,zi (i 二 0,1,2,… ,一 1, 上 十 1,…,n) 都 是 44(z) 的 零点 ,因此 
能 够 假设 
7 
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lr)=A (rT0) (一 Zi) (Tn) (Tr) 
其 中 A, 是 待定 常数 。 再 根据 条 件 4 (zt) 二 1 和 zi (i 二 0,1,2,…,n) 互 异 可 求 出 A4, 即 


1 


A (Te — ZT0) (TO— Tr) CT — IH) Te 2) 


于 是 
(Cm) a) (em) rt) TT (em) 


(一 加) (TI) (Tx) Tx) je (Ty — zi) 
Eh 


定义 (2.4) 公式 (2. 12) 表示 的 函数 li (zx) (k= 二 0,1,2,…,n) 称 为 以 Ti(i 二 0,1,…,n) 为 
节点 的 n 次 基本 插值 多 项 式 或 n 次 拉 格 朗 日 插值 基 范 数 。 

以 n 十 1 个 nn 次 拉 格 朗 日 插值 基 丽 数 4(r) (k= 二 0,1,2,…,n) 为 基础 ,就 能 写 出 满足 插值 
条 件 式 (2. 3) 的 nn 次 插值 多 项 式 。 

定理 (2.3) 次 多 项 式 插值 问题 的 解 可 以 表示 为 


li (x)= (2.12) 


P.(z)=l, (zx)f (x0)+ hh Df ED + th DS Cz) = Dz) fx,) (2.13) 


证 明 因为 L(x) (k= 二 0,1,2,…,n) 是 n 次 多 项 式 , 所 以 P, (zx) 是 次 数 不 超 过 n 次 的 多 项 
式 。 再 根据 
1 (i=k) 


ae)=| k (i,k=0,1,2,..,n) 
0 Gk) 


P(r)= Dr) f=) (i=0,1,2,.0%,n) 


2 


结合 插值 多 项 式 的 唯一 性 ,公式 (2. 13) 就 是 满足 插值 条 件 式 (2. 3) 的 n 次 插值 多 项 式 。 
定义 (2.5) ” 称 公式 (2. 13) 表示 的 n 次 插值 多 项 式 为 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 。 记 为 
LD)= Bf) (2.14) 


由 插值 多 项 式 的 唯一 存在 性 可 以 断定 , 式 (2. 14) 必 与 解 方程 组 式 (2. 5) 所 确定 的 插值 多 
项 式 (2. 4) 完全 相同 ,只 是 表示 形式 不 同 。 同 样 , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 余 项 或 截断 误差 也 如 
式 (2. 8) 。 以 上 构造 插值 多 项 式 的 方法 称 为 基本 数 法 。 

利用 式 (2.9), 可 以 把 L. (x) 写成 另外 一 种 形式 。 对 式 (2. 9) 两 边 取 对 数 , 得 


Inwwn (z) 一 六 nc 一 zi) 
再 对 工 求 导数 得 


wr) bp 1 


Wm(T) 会 (zz 一 五 ) 
于 是 
DD i De) i) (2.15) 
Wn (TA) = TE T0) (位 一) (re 一 TD Ta — TH) Ts — 1,) (2.16) 
利用 这 些 结果 .公式 (2. 14) 又 可 以 改写 为 
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CD=》 一 -ee zi) (2.17) 


名 (TT) Ti) 


令 /(z) 三 1, 代入 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 (2. 14) ,可 得 出 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 的 一 个 重要 性 质 ， 
Du =1 (2.18) 


从 式 (2. 12) 可 以 看 出 , 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 4 (xz) (k 二 0,1,2，,…,n) 只 与 插值 节点 有 关 ， 
与 被 插值 函数 f(zx) 无 关 。 从 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 (2. 14) 还 能 看 出 , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 仅 
由 插值 点 (zx ,f(z,) ) (i 二 0,1,2,…,n) 确定 ,而 与 插值 点 的 排列 次 序 无 关 。 

另外 ,为 了 便于 编程 计算 ,还 常 将 上, (x) 写成 如 下 形式 ， 


ef C= 
L,.(z)= [HL 和 苇 ]jew (2.19) 
EH 


编程 时 可 用 二 重 循环 来 完成 对 L, (zx) 的 计算 : 先 固定 k, 令 7 从 0 到 mn( 但 j 取 k) 作 乘积 ,然后 再 
对 从 0 到 mn 求 和 , 即 可 得 L,(z) 的 值 。 


2.2.2 线性 插值 多 项 式 和 二 次 插值 多 项 式 
1. 线性 插值 多 项 式 
当 ”=1 时 ,插值 点 是 (zw,F(z,) ) 和 (zf(z) ) , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 (2. 14) 为 


Li (7)=h (0) f(r) + hr) fn) (2. 20) 
拉 格 朗 日 插值 基 函 数 式 (2. 12) 为 


lo(x) (2.21) 


从 以 上 两 式 可 得 


Li(z)=E— f(z) + fr) (2. 22) 
Zo zi zi —zxo 

定义 (2.6) ”用 式 (2.22) 表示 的 L (zx) 作为/ (zr) 的 
近似 函数 时 , 称 L(x) 为 线性 插值 函数 ,也 称 L, (z) 为 线性 
插值 多 项 式 或 一 次 插值 多 项 式 。 

从 几何 上 看 , 线性 插值 就 是 用 过 (zo,f(zo)) 和 
(xi,f(z1) ) 两 点 的 直线 y==Li (zx) 来 局 部 近似 过 这 两 点 的 
曲线 y 三 f(x) ,如 图 2.2 所 示 。 事 实 上 ,线性 插值 函数 式 


(2. 22) 还 能 表示 为 


LD)=f r+ HET/ rr) 
TI — Zo 
根据 定理 (2. 2) ,线性 插值 多 项 式 (2. 22) 的 余 项 是 
Ri(xz)=/(z)—L, -Se ) (z 一 zi) (€€Lzosz1]) (2.23) 
误差 限 表示 为 
[Ri (zx) |<¥Ile-x) (rz—z)| M= max | f(z) |) (2.24) 


= 
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多 二 次 插值 多 项 式 
当 n 二 2 时 ,插值 点 是 (xo,f(zo))， (xi,f(z1)) 和 (zs,f(x:))，, 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
(2.14) 为 
Lz (x)=h x) f (x0)+h (x) f(z) + lz)f (zx:) (2.25) 
拉 格 朗 日 插值 基 函 数 式 (2. 12) 为 


(xz— x) (rz— xz) 


(7)= * (r= 二 Zoo) (x—x1) 


(ro) (zx), he =1 


(re 一 Zi) (zo 一 Zr) (zi 一 Zo) (zi 一 zz) ye) Cee — md 
(2.26) 
从 以 上 两 式 可 得 
了 和 《二 CE = Ey 
eh A 


定义 (2.7) ”用 式 (2.27) 表示 的 L: (z) 作为 f(z) 的 近似 
函数 时 , 称 L;(zx) 为 二 次 插值 或 抛物 线 插值 函数 , 也 称 
L: (zx) 为 二 次 插值 多 项 式 。 

从 几何 上 看 ， 二 次 插值 就 是 用 过 (xo,f(xo))， 
《zof(T1) ) 和 (zs ,f(zs) ) 三 个 点 的 抛物 线 y= 二 L(x) 来 局 部 
近似 过 这 三 点 的 曲线 y 三 f(z) ,如 图 2.3 所 示 。 

二 次 插值 多 项 式 的 余 项 是 


RD= J D-DD LH) rn) (rn) 


(2. 28) 
式 中 ,& E1(1 为 包括 zyzi'zs 的 最 小 闭 区 间 )。 误 差 限 表示 为 
|R; (zx) |< rn) rn) (z—z)| M=maxl/® (x)|) (2.29) 


例 2.1 已 知 函 数 >= Inz 的 函数 表 , 见 表 2.1。 试 分 别 用 线性 插值 和 抛物 线 插值 求 
ln11.75 的 近似 值 , 并 估计 截断 误差 。 


解 “根据 截断 误差 的 特点 ,要 减少 截断 误差 ,在 选择 插值 节点 时 ,就 应 该 尽量 选取 与 插值 
点 工 较 近 的 那些 节点 。 本 题 中 一 11.75 介 于 节点 11 与 12 之 间 , 故 作 线性 插值 时 取 节 点 z = 
11,zi 二 12。 用 线性 插值 A 22) 有 


Li(z)= 


多 X2.397 9 十 和 二 上 X2.484 9 一 0.087z 十 1.4409 


诗 和 
将 了 一 11.75 代 人 , 即 得 
lnl1.75 ~ Li(11.75) ~ 2.463 2 
根据 线性 插值 的 余 项 公式 (2. 23), 有 
上 
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R, = ex) 人 一 rn (ELrr]) 


本 题 中 /(z)=Inzr, 而 cz) 一 一 上 ,在 11 与 12 之 间 , 所 以 


有 


WAG) l= < 机 
因此 用 线性 插值 计算 In11. 75 时 的 截断 误差 满足 
|R, (11.75) I< ztml 7 1D (11.75 一 12) |<0.0008 
ln11.75 一 2.463 2 一 0.0007 

在 误差 限 0. 000 8 以 内 。 

类 似 地 ,在 用 抛物 线 插值 计算 In11.75 时 ,选取 节点 rw 二 11,z 二 12,x; = 二 13, 得 到 的 插值 
多 项 式 ,近似 值 和 截断 误差 分 别 是 

11) (zx —13) 


(x—12) (z—13) (z— 13) 
I l= 79+ re) (13 一 18 < 4849+ 


(z—11) (x—12) , 和 
11 1 X2.5649 一 一 0.003 5z* +0.167 5r 十 0.978 9 


ee 463 8 
1R:(11.75) |< |(11.75 一 11) (11.75 一 12) (11.75 一 13) | 一 0.000 06 


实际 误差 是 


ji 


ln11.75 一 2.463 8=0.000 05 
在 误差 限 0. 000 06 以 内 。 显 然 ,抛物 线 插值 的 误差 比 线性 插值 的 误差 小 很 多 。 
例 2.2 要 制作 正弦 函数 sinz 的 函数 表 , 已 知 的 表 中 数值 有 四 位 小 数 ,要 求 用 线性 插值 计 
算 的 函数 近似 值 的 误差 不 超过 表 中 数值 的 舍 人 误差 , 斌 求 最 大 允许 插值 区 间 
解 。 设 最 大 允许 插值 区 间 为 上 一 zx 一 xz,, 依 据 线性 插值 误差 公式 (2. 23), 有 


=| 殊 ec-> -|=| 环 ec-woe-a)|< 
二 去 | 工 (za 十 三 Zi 十 三 让 
|< | | 


nh 
寺 | wi 一 z40 Gem 一 2) = 每 乏 才 X10 


解 得 h 三 0.02, 即 最 大 允许 插值 区 间 为 0.02. 
程序 (2.1) ”建立 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :建立 基于 (n 十 1) 个 插值 点 (z,,y,) 的 n 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 。 
function [c, 1] = lagrangepoly(x, y) 
% 输入 :x 一 一 插值 节点 x, 组 成 的 行 向 量 ( Cn 十 1) x 1) 
% y 一 一 插值 节点 处 的 函数 值 y, = f(z,) 组 成 的 行 向 量 (C 十 1) Xx 1) 


% 输出 :ec 一 一 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 系数 行 向 量 L[a。 a-， … oo] 
% | 一 一 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 的 系数 和 矩阵 (以 降 次 排列 ) 
w = length(x)， % 向 量 x 的 长 度 


Pe 二 
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n=w—l1; % 插值 多 项 式 的 次 数 
1= zeros(w, w); % 初始 化 矩阵 1 
bork= 1: (nt+1) % 建立 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 
v=1 
brj=1: (n+1) 
ifk~=j 
Vv 二 conv(v， poly(x(j)))/(x(k) 一 x(j)); ” 色 计 算 第 个 基 函 数 的 系数 向 量 
end 
end 
Ik) = vs 外 存储 第 上 个 基 函 数 的 系数 向 量 
end 
c=y*l; % 计算 拉 格 妆 日 插值 多 项 式 的 系数 向 量 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
> x=1:6; % 输入 插值 节点 向 量 
> y 一 [16, 18, 21, 17, 15, 12];  % 输入 插值 节点 处 的 函数 值 向 量 
> [ec, 1]=lagrangepoly(x, y); % 调用 程序 (2. 1) 计算 插值 多 项 式 系 数 向 量 c 
输出 结果 : 
六 ec= 一 0.2417 4.3333 一 28.9583 87.6667 一 115.8000 69.0000 
对 应 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 为 


Ls(r)=—0.241 7z: 十 4.333 3z: 一 28.958 3zx’ 十 87.666 7z: 一 115.800 0z 十 69.0000 
继续 在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 

> u=0, 05:6.25; 和 输入 坐标 点 向 量 

> v=polyval(cyu) 8 % 计算 插值 函数 在 坐标 点 处 的 值 向 量 

> plot(xyy，:k'uyv， 一 k) % 作 图 


输出 结果 见 图 2. 4。 图 中 折线 是 线性 插值 结果 ,曲线 是 5 次 多 项 式 的 插值 结果 ,直线 与 曲线 的 
交点 是 插值 点 。 


程序 (2.2) ”计算 拉 格 朗 日 插值 法 插值 的 MATLAB 程序 。 


程序 任务 :基于 nn 个 点 (x,,y,) 建立 (n 一 1) 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ,计算 插值 多 项 式 在 坐 
0 
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标点 xi 处 的 值 。 
function yi = Lagrangeinter(x, y, xi) 
多 输入 :x 一 一 插值 节点 向 量 (n x 1) 
% y 一 一 插值 节点 处 的 函数 值 向 量 (n x 1) 
% xi 一 一 坐标 点 向 量 
% 输出 :yi 一 一 坐标 点 处 的 插值 向 量 
m = length(x); n = length(y); p 一 length(xi); 
让 m 一 = n error(' 向量 x 与 y 的 长 度 必须 一 致 ) iend 


s=0; 
for k = 1:n 
t= ones(1,p)s 
forj= 1:n 
ij 一 一 kk 
1 二 (xi 一 x0))/(x(k) 一 x0));% 计算 4(Cxi)， 即 基 函 数 在 插值 点 的 值 
end 
end 
5 一 5 十 ty(k); 色 计 算 L.Ca) = 六 4Gxi) fr) 
end 
yi=ss 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


> x=[100,121]; % 输入 插值 节点 向 量 
Sy=[10,11]; % 输入 插值 节点 处 的 函数 值 向 量 
> yi 二 Lagrangeinter(x, y, 115); 5%% 调用 程序 (2. 2) 计算 xi =115 处 的 插值 函数 值 
Syi % 输出 yi 的 计算 结果 
输出 结果 : 
yi=10.7143 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 ， 
SP x=[100,121]; % 输入 插值 节点 向 量 
SP y=[10,11]; % 输入 插值 节点 处 的 函数 值 向 量 
> xi=[115,125]; % 定义 坐标 点 向 量 
> yi=Lagrangeinter(x,y,xi); % 调用 程序 (2. 2) 计算 插值 函数 值 向 量 
Syi % 输出 计算 结果 
输出 结果 : 


yi=10.7143 11.1905 
2.3 牛顿 插值 法 
拉 格 朗 日 插值 公式 直观 ,简单 容易 构造 ,非常 适合 在 计算 机 上 使 用 。 但 拉 格 朗 日 插值 公 


式 的 一 个 明显 不 足 是 ,每 个 插值 基 函 数 都 与 所 有 节点 有 关 , 当 增加 一 个 新 的 插值 节点 时 ,除了 
ps 
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插值 多 项 式 要 增加 一 项 外 ,插值 多 项 式 的 每 一 项 也 要 重新 建立 ,插值 多 项 式 必须 全 部 重新 构 
造 。 为 了 克服 这 一 缺点 ,本 节 学 习 能 够 方便 增加 插值 节点 的 牛顿 插值 公式 。 作 为 预备 ,首先 介 
绍 差 商 的 概念 。 


2.3.1 差 商 
定义 (2.8) 设 函 数 /(zx) 在 n 十 1 个 互 异 节点 工 ,(i 二 0,1,2,…,n) 上 的 值 分 别 为 六 (zx;)， 
称 
f[z]=/f(z,) (2. 30) 
为 函数 /(z) 关于 节点 工 , 的 零 阶 差 商 ; 称 
flzx = dfz (2.31) 
并 一 已 


为 本 数 /(z) 关于 节点 x, 和 < 的 一 阶 差 商 ; 称 
f [zy]— fxr] 


f [zz sx]= 六 (2. 32) 
为 函数 /(z) 关于 节点 zi,z 和 zx, 的 二 阶 差 商 。 
- 般 地 ,把 一 1 阶 差 商 的 差 商 
A ne A EAE SAE at) fr Ter Tae] (2.33) 


二 
称 为 函数 f(z) 关于 节点 zz ,zu 的 k 阶 差 商 。 
定理 (2.4) ” 差 商 具有 以 下 基本 性 质 : 
(1) 差 商 与 节点 的 排列 次 序 无 关 。 也 就 是 说 ,任意 调换 节点 次 序 , 差 商 的 值 不 变 。 即 
f [zor Ti Tion Te] =f ror Ti Ti Ts ] 


(2) 差 商 可 以 表示 为 节点 处 函数 值 的 线性 组 合 。 即 


A f(r) 有 f(x) 
fla 
(2.34) 


(3) 如 果 函 数 f(z) 的 上 阶 差 商 厂 Lzoyzi，…zrivz] 是 工 的 普 次 多 项 式 , 则 其 上 十 1 阶 差 
商 /[z,zi,…vzisz] 是 zx 的 站 一 1 次 多 项 式 。 
事实 上 ,根据 差 商 的 定义 


fen eer] Leese Fez]— f [ros Tse sxe 1 ss] 


Xx—x 
上 式 的 分 于 是 + 的 m 次 多 项 式 , 且 当 x 二 x 时 其 值 为 零 , 即 分 子 中 含有 因 于 (z 一式) ,与 分 母 
中 的 相同 因 于 约 去 后 ,上 式 就 成 为 + 的 m 一 1 次 多 项 式 . 

由 此 可 见 , 当 f(z) 是 nn 次 多 项 式 时 ,其 k 阶 差 商 f [zo ,zz ，… ,ze1,z] 在 k 三 n 时 是 mn 一 
次 多 项 式 , 在 上 三 nn 时 等 于 常数 ,在 k 二 nn 时 等 于 零 。 

(4) 设 f(z) 在 包含 互 异 节点 zuvzi,…zw 的 闭 区 间 [a,b] 上 有 nn 阶 导 数 , 则 在 这 一 区 间 内 
至 少 有 一 点 $, 满 足 


§ El(a,b) (2.35) 


上 式 反映 了 差 商 与 导数 之 间 的 关系 。 
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2.3.2 ”牛顿 插值 公式 
设 z EL[a,b], 由 一 阶 差 商 公 式 


fz,r]— LL) 
可 得 
f(z)=f(z0)+ f[zr,zo] (z 一 zo) (2.36) 
由 二 阶 差 商 公式 
frst] = Ll fro ] 
xz—x 
可 得 


J [zzo] 一 [zyzi] 十 [zyzozi](z 一 zi) 
将 其 代 人 式 (2.36), 有 
J(z)= AGzo) 十 [zyzi](z 一 zm) 十 J[zzovz](z 一 z)(z 一 z) (2.37) 
重复 以 上 过 程 ,能 够 推导 出 
jz)=FGzo) 十 1[zovzi](z 一 zo) 十 [royzriyzs](z 一 zo) (z 一 ziD) 十 十 
f [zorzir ,Ts] (FT— 70) (zz 一石 )…(z 一 ze 十 
[zyzovzi…wyzo](z 一 zo) (一 zi) 人 ( 工 一 Zuo) (2.38) 
定义 (2.9) ” 设 函数 /(z) 在 n 十 1 个 互 异 节点 ,Gi 二 0,1,2,…,n) 上 的 值 分 别 为 f(x;)， 
函数 
N,(z) 一 (zs) 十 [zsyzi](z 一 za) 十 [zsvziyzz](z 一 zo) (z 一 站) 十 


J[zyzieyzr]Gz 一 am) (Tz) x— x) (2.39) 
和 
R,(z) 一 [zzovziy…ozro](z 一 zo) (IT— I) I— Iz) =f [ro TT wn (7) = 
嫩 抽 Tec->， (ED (2.40) 
分 别称 为 函数 f(z) 的 n 次 牛顿 插值 多 项 式 和 余 项 公式 。 
显然 ,函数 f(z) 可 以 表示 为 


f(z)=N,(z)+R,(z) 
余 项 公式 (2. 40) 满足 
Rs(zi) 一 0 (i=0,1,2,°,n) 
牛顿 插值 多 项 式 (2. 39) 满足 插值 条 件 
Nu,(z)=1Gr) 0G 一 0,1,2,…m) 

且 次 数 不 超 过 nn 次。 根据 插值 多 项 式 的 唯一 性 , 必 有 NN, (z) 三 L, (zx) 三 P,(z) ,N.(Cz) 只 是 形 
式 上 与 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 L, (7) 不 同 。 

公式 (2. 39) 表明 ,牛顿 插值 多 项 式 各 项 的 系数 就 是 函数 f(x) 的 各 阶 差 商 

了 [zo] ,F[zo,z] | 
因此 ,在 构造 牛顿 插值 公式 时 ,通常 先 把 差 商 列 成 表格 的 形式 ( 见 表 2. 2) , 称 为 差 商 表 。 
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表 2.2 

加 零 阶 差 商 一 阶 差 商 二 阶 差 商 三 阶 差 商 
0 zo FFx] 

~ 屋 。 人 
1 ya 7[zoyzyzs] 

~ | /ten] I 
2 | a ft] “| fennn] 

了 [zz,m] | flz vr ,rr 
3 x f[z:] 到 Ff [x2 ,xs x4 

gy f [zr] 


另外 ,由 差 商 的 特点 可 知 , 如 果 一 个 函数 所 有 阶 差 商 的 值 相 等 ,那么 用 次 多 项 式 近 似 
它 是 合适 的 。 
例 2.3 已 知 函 数 7(z) 一 shz 的 函数 表 , 见 表 2.3。 构 造 四 次 牛顿 插值 多 项 式 ,并 计算 
/C0.596) 的 值 。 
表 2.3 


i 0 1 2 3 4 5 


0.80 0.90 1.05 


E20 0.40 0.55 0.65 


fx) 0.410 75 0.578 15 0.696 75 0.888 11 1.026 52 1.253 86 


解 ”由 已 知 函数 表 构 建 的 差 商 表 见 表 2. 4。 


表 2.4 
EE f Cr) 一 阶 差 商 二 阶 差 商 三 阶 差 商 四 阶 差 商 
0.40 0. 410 75 
1.116 0 
0.55 0.578 15 9.2800 
1.1860 | 0. 197 
0.65 0.696 75 0.358 8 0:034 
1.2757 0.214 
0.80 0. 888 11 0.433 6 0.034 
1.3841 0. 231 
0.90 1.026 52 0.5260 
1.5156 
1.05 1.253 86 
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可 见 ,四 阶 差 商 是 常数 ,因此 可 以 取 四 次 插值 多 项 式 , 其 余 项 为 零 。 选取 5 个 插值 节点 0. 40 一 
0. 90 ,利用 差 商 表 中 带 阴 影 背 景 的 数据 ,得 四 次 牛顿 插值 多 项 式 为 
N(x)=0.410 75 十 1.116 0(z 一 0.40) 十 0.280 0(z 一 0.40) (xz 一 0.55) 十 
0.197(z 一 0.40) (z 一 0.55) (z 一 0.65) 十 
0.034(z 一 0.40) (zx 一 0.55) (z 一 0.65) (z 一 0.80) 
于 是 
了 (0. 596) =sh(0. 596) = N, (0. 596) 一 0. 631 92 
拉 格 朗 日 插值 法 的 优点 是 构造 容易 、 形 式 对 称 、 便 于 记忆 。 它 的 缺点 是 ,如 果 增 加 插值 节 
点 ,公式 必须 整个 重 写 , 这 就 增加 了 工作 量 。 与 拉 格 朗 日 插值 法 相 比 ,牛顿 插值 法 的 优点 是 具 
有 继承 性 , 即 增加 新 节点 后 ,只 要 在 原 插值 多 项 式 中 增加 一 项 即 可 ,不 必 全 部 重新 构建 。 


2.3,3 ”差分 与 等 距 节 点 插值 公式 


等 距 节点 的 插值 问题 是 一 般 插值 问题 的 特殊 情况 , 拉 格 朗 日 插值 公式 和 牛顿 插值 公式 对 
等 距 节点 插值 问题 同样 适用 。 但 由 于 等 距 节点 插值 问题 中 相 邻 两 个 节点 距离 相同 ,引入 差 分 
概念 后 ,等 距 节点 插值 公式 能 得 到 进一步 简化 。 

定义 (2.10) ”已 知 函数 /(zx) 在 等 距 节点 xz, 二 zo 十 丘 (i 二 0,1,2,…,n) 上 的 值 f (zx,)= 
,这 里 常量 二 zm 一 xz 称 为 步 长 。 则 称 


Afi=/(z+h)— f(r)=fm— fi (2.41) 
为 函数 1(z) 在 点 x, 处 步 长 为 h 的 一 阶 向 前 差分 。 称 
A f=A(Af/)=Afm 一 A 太 = 一 214 十 万 (2.42) 


为 函数 /(z) 在 点 工 , 处 步 长 为 h 的 二 阶 向 前 差分 。 


- 般 地 , 设 一 1 阶 差 分 已 定义 , 则 称 


上 k 
Atfi=A(AT SD)=AT fn — AT f= 2 CD’ bs jh (2.43) 
k 
为 函数 /x) 在 点 zx, 处 步 长 为 A 的 kC 二 2,3,…) 阶 向 前 差分 。 式 中 ,= 是 = 机 
式 展开 系数 。 规 定 
A f=f; (2.44) 


为 函数 f(z) 在 点 x, 处 的 零 阶 差分 。 
类 似 地 ,也 可 以 定义 向 后 差分 和 中 心 差分 。 
定理 (2.5) ”向 前 差分 有 以 下 性 质 : 
(1) 差分 与 差 商 的 关系 是 
1 这 
fer t= (2.45) 


(2) 差分 与 导数 的 关系 是 ,车 函数 /(x) 在 包含 等 距 节点 zx, ,zt，… ,zw 的 区 间 1 上 有 j 阶 
导数 , 则 在 这 一 区 间 内 至 少 有 一 点 ,使 得 
Ar, 一 if (9 (2. 46) 
可 以 用 类 似 于 编制 差 商 表 的 方法 构成 差分 表 ( 见 表 2.5) 。 
Se 
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表 2.5 

i | Af Af i af 
0 | mn 1a 

Es sfo = 
1 | > f ee A'fo =Afi—Afo 

i 二 本 Mfo= af Ap 

2 |z f: 一 上 af = AP 一 A 关 / 

一 Af:=h— 
3 | hh 


es 工 处 函数 F(z) 的 近似 值 而 在 z 与 zx, 之 间 时 ,可 令 工 一 zh 十 闷 , 其 中 0 一 
。 这 样 ,公式 (2.9) 简化 为 
azZ) 一 1 一 1) (一 2) (一 站 大 全 (2.47) 
将 公式 (2.45) 和 公式 (2.47) nit 39) , 则 有 


NE 一 让 二 大 元 寺 人 AEA er = De et Dn Nf 


Deith Gp (2.48) 


Pe 


称 为 牛顿 前 插 公式 。 当 要 计算 的 点 < 处 在 z,-, 与 ,之 间 时 ,可 令 z 一 z 一 小 ,其 中 0 一 上 一 1。 
同样 能 够 推导 出 牛顿 插值 公式 


Ns = fo tA tN)" Dt Dy, = 
DE (2.49) 


公式 (2. 48) 和 公式 (2. 49) 都 只 用 到 向 前 差分 ,只 是 公式 (2. 48) 用 到 向 前 差分 表 的 前 部 ,而 公 
式 (2.49) 用 到 向 前 差分 表 的 后 部 ,所 以 分 别 被 称 为 表 前 公式 和 表 后 公式 。 
插值 公式 (2. 48) 和 公式 (2. 49) 的 余 项 均 是 


R, (7)=h"t! 人 ww-D 4 一 2)…( 一 meED (2.50) 
例 2.4 已 知 等 距 节 点 及 相应 的 函数 值 , 见 表 2.6。 计 算 N;(0.5) 和 Ni(0.9) 的 值 。 
表 2.6 
ES 0.4 0.6 0.8 1.0 
fx) | 1.5 | 1.8 | 2.2 2.8 


解 “显然 步 长 上 一 0. 2, 该 问题 的 向 前 差分 表 见 表 2.7。 
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表 2.7 

i 石 A AH af af 
0 0.4 | 5 

0.3 
1 0.6 1.8 0.1 

0 [ol 
2 0.8 2.2 0.2 

十 
3 1.0 2.8 


当 z=0.5 时 ,一 (z 一 zo) 人 一 0.5。 将 差分 表 中 加 阴影 的 差分 值 代 人 公式 (2.48), 有 
DG—2) 
31 


Ns (z)=1.5 十 0.3( 十 0.1X Lt +0.1X 


代入 4=0.5, 得 到 
Ni (0.5) 一 1.643 75 


当 z 一 0.9 时 ,一 (zs 一 +) /一 0.5。 将 差分 表 中 加 下 面 线 的 差分 值 代 人 公式 (2.49), 有 
Ni (z) 一 2.8 一 0.6( 十 0.2X tL —0.1x -De—2 


代入 1=0.5, 得 到 
Ni (0.9)=2.468 75 
程序 (2.3) ”建立 牛顿 插值 多 项 式 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :建立 经 过 点 (zeyys) (二 0,1,…,n) 的 次 数 小 于 n 的 牛顿 插值 多 项 式 
N,(Cz) 一 do 十 dz 一 zo) 十 das(z 一 To)(Cz 一 Zi) 十 … 十 
dun (IT — I0) (IT— ZT1) (一 Zi) 
其 中 ,dio = 二 yodsy = (di 一 drt)/(T—I)). 
function [ec, d] = newtonpoly(x, y) 
外 输入 :x 一 一 插值 节点 z, 组 成 的 行 向 量 (Cn 十 1) x 1) 
% y 一 一 插值 节点 处 函数 值 wy = f(x,) 组 成 的 行 向 量 (Cn 十 1) X 1) 
% 输出 :e 一 一 建立 的 牛顿 插值 多 项 式 的 系数 行 向 量 ( (mn 十 1) x 1) 
% d 一 一 建立 的 差 商 表 
n= length(x); 


d= zeros(n.n); 


d(:,1D) = y's % 给 差 商 表 的 第 一 列 赋值 


frj = 2:n % 建立 差 商 表 
for k = j:n 
dk,j) = (dlksj— D— dk—1,i—1))/(Cxk) — x(k—j+1)); 
end 
end 


c= dn.n): % 确定 牛顿 插值 多 项 式 的 系数 
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fbrk= (n—1):—1:1 
c= conv(c, poly(x(k))); 5 ex (x— x(k)) 
m= length(c); 
cl(m) = c(m)+d(k,k); 


end 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


> x 一 1:6; % 输入 插值 节点 向 量 
D> y=x.3—4. *xs % 根据 函数 y= 二 zx 一 4z 计算 插值 点 的 函数 值 向 量 
> [c,d] =newtonpoly(x,y) % 调用 程序 (2. 3) 建立 牛顿 插值 多 项 式 和 插 商 表 
输出 结果 : 
c=0 010 -40 
对 应 的 牛顿 插值 多 项 式 为 
Ns(z)=z’—47 
建立 的 差 商 表 是 
d= 
和 
0 3 0 0 0 0 
15 15 6 000 
48 33 9100 
105 57 12 1 0 0 
192 87 15 1 0 0 


程序 (2.4) ”等 距 节 点 牛顿 向 前 插值 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :建立 基于 等 距 节点 (k= 二 1,2,…,n) 的 向 前 牛顿 插值 多 项 式 , 并 计算 插值 点 xi 
处 的 插值 。 
function yi = newtonintf(x，y，xi) 
% 输入 :x 一 一 等 距 节 点 向 量 (n Xx 1) 
% 一 节点 上 的 函数 值 向 量 (n Xx 1) 
% xi 一 一 插值 点 (标量 ) 
% 输出 :yi 一 一 返回 的 插值 
h = xC2) —xDs: t= Cxi— x(1))/hs 
% 建立 差分 表 并 
n= length(y); Y = zeros(n); Y(:, 1) = y's 
bork = 1:n—1 
YC: k 十 1) = [dA(Cy', k); zeros(k, 1)]; 


end 
兴 计算 向 前 插值 结果 
vi= YY,D; 

bri= 
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z=2#*(t—k); %z 一 〈t 一 DC 一 2)…(t 一 kW) 
end 


yi 二 yi 十 Y(1, i++1)*z/prod([1:i)，%% 计算 插值 点 的 函数 值 


end 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
> x 一 1:6; % 输入 等 距 插值 节点 
y=[1.0000, 1.2599, 1.4422, 1.5874, 1.7100, 1.8171]; % 输入 节点 处 的 函数 值 
下 二 newtonintf(x, y, 1.5);  %% 调用 程序 (2.4) 求 插值 点 xi 一 1.5 处 的 插值 
> yi % 输出 插值 yi 
输出 结果 ; 
yi 一 1.1437 
程序 (2.5) ”等 距 节点 牛顿 向 后 插值 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :建立 基于 等 距 节 点 xz, (k= 二 1,2,…,n) 的 向 后 的 牛顿 插值 多 项 式 , 并 计算 插值 点 
xi 处 的 插值 。 
function yi = newtonintb(x, y, xi) 
% 输入 :x 一 一 等 距 节 点 向 量 (n Xx 1) 
yY 一 一 节点 上 的 函数 值 向 量 (nx 1) 
xi 一 一 插值 点 (标量 ) 
% 输出 ; yi 一 返回 的 插值 
n= length(x); h = x(n) — x(n—1): t= (x(n) — x)/h; 
n= length(y); Y = zeros(m; Y(:,1) = y 


fork = 1:n—1 %% 计算 差分 表 六 

Yskt1) = [zeros(k,1); df(y,k)]; 
end 
yi= Yan,D); % 计算 向 后 插值 结果 
fori= 1:n—1 

z=t 

brk= 1:i—1 

z=2*(t—k); 

end 

yi= yi+ Yn.it+ De*(— 1)ixz/prod([1:i]); 
end 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
> x=1:6; % 输入 等 距 插值 节点 
> y=[1.0000,1.2599,1.4422,1.5874,1.7100,1. 8171]; % 输入 节点 处 的 函数 值 
> yi=newtonintb(x,y,5.6); % 调用 程序 (2. 5) 求 插值 点 xi 一 5.6 处 的 插值 
Syi % 输出 插值 yi 

输出 结果 : 

yi=1.7754 
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2.4 分 段 低 次 插值 


人 们 通常 有 一 种 错觉 ,以 为 插值 多 项 式 的 次 数 越 高 插值 精度 就 越 高 ,但 事实 并 不 是 这 样 
的 。 这 是 因为 随 着 插值 节点 逐渐 增加 ,插值 多 项 式 次 数 不 断 增高 ,插值 多 项 式 不 一 定 收敛 到 被 
插值 函数 。 德 国 数学 家 龙 格 (Runge) 给 出 的 一 个 典型 例子 是 ,对 函数 f(z) 二 1/ (1 十 xz ) ,在 
区 间 [ 一 5,5] 上 关于 (n 十 1) 个 等 距 节 点 zz, 二 一 5 十 10 Xi/n(i 二 0,1,2,…,n) , 作 n 次 多 项 式 
插值 P, (x) 。 随 着 n 的 增加 ,插值 多 项 式 P, (x) 与 函数 (x) 的 差异 越 来 越 严 重 ,n= 二 10 时 差异 
在 +== 士 5 附近 表现 得 十 分 明显 ,这 种 现象 被 称 为 龙 格 现象 ,如 图 2.5 所 示 。 


和 


图 2.5 


余 项 公式 (2. 8) 表明 ,影响 插值 误差 的 因素 有 两 个 ,一 个 是 函数 高 阶 导数 | (&) | , 另 
一 个 是 | ww (x) | ,它们 任何 一 个 增 大 ,都 可 能 导致 插值 误差 的 增 大 。 许 多 函数 导数 的 绝对 值 
随 着 导数 阶 次 的 增加 快速 增加 ,因此 随 着 插值 多 项 式 次 数 的 升 高 ,插值 误差 有 可 能 增 大 。 如 函 
数 f(r) 三 1/z 的 导数 "(zx) 二 (一 1)"n1/zx"™' ,其 绝对 值 按 zl 速度 增长 。 另 外 ,对 于 固定 的 
插值 点 z, 只 有 在 离 它 较 近 的 几 个 节点 处 , |x 一 xz,| 的 值 才 较 小 。 随 着 节点 的 增多 和 节点 离 插 
值 点 距离 的 增 大 , |z 一 xz, | 也 会 增 大 ,可 能 导致 | ww (x) | 过 大 ,所 以 插值 时 选取 的 节点 不 宜 
离 插值 点 太 远 。 考 虑 到 这 两 方面 影响 ,在 实际 应 用 中 较 多 用 到 一 、 :次 多 项 式 插值 ,高 于 七 
次 的 多 项 式 插值 几乎 不 用 。 

对 于 较 大 区 间 上 的 多 节点 插值 问题 ,通常 采用 分 段 低 次 插值 方法 来 处 理 。 所 谓 分 段 低 次 
插值 就 是 用 多 个 小 区 间 上 的 低 次 插值 函数 来 代替 在 整个 区 间 上 的 高 次 插值 函数 。 具 体 来 说 ， 
就 是 先 把 较 大 插值 区 间 分 成 若干 小 区 间 , 在 每 个 小 区 间 上 用 低 次 插值 函数 (如 线性 插值 多 项 式 
或 二 次 插值 多 项 式 ) 进行 插值 ;然后 将 每 个 小 区 间 上 的 低 次 插值 函数 拼接 起 来 ,构成 整个 插值 
区 间 上 的 插值 函数 。 

显然 ,分 段 低 次 插值 具有 公式 简单 运算 量 小 稳定 性 好 和 精度 要 求 有 保证 等 优点 。 从 理 
论 上 讲 ,只 要 每 个 小 区 间 取 得 足够 小 ,分 段 低 次 插值 的 误差 总 能 控制 在 允许 范围 内 。 分 段 低 次 
插值 的 明显 缺点 是 难以 保证 整个 插值 曲线 的 光滑 性 。 在 相 邻 两 段 插值 曲线 的 接点 处 两 个 插值 
函数 的 一 阶 导数 不 同 ,这 对 于 有 些 实际 问题 是 不 能 满足 需要 的 。 为 了 保证 在 整个 插值 区 间 上 
32 一 
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插值 函数 低 阶 导数 的 连续 性 ,就 有 了 埃 尔 米 特 (Hermite) 插值 和 样 条 函数 插值 等 对 函数 导数 
有 要 求 的 插值 方法 。 


2.4.1 分 段 线性 插值 和 分 段 二 次 插值 


从 几何 意义 上 说 ,分 段 线性 插值 就 是 用 折线 近似 代替 曲线 y = f(x) 。 先 把 区 间 [a ,打分 
成 以 相 邻 两 个 节点 为 端点 的 小 区 间 [z,,zri] (i 二 0,1,…,n 一 1) ,在 区 间 [zi,zri] 上 进行 线 
性 插值 ,插值 函数 为 


石 (z) 一 三 二 4 (zi) 十 
-, 1 


1 一 TH 
在 整个 区 间 [a,5b] 上 的 插值 函数 为 
lo(z) (ze[zz]) 
J ,ee (x El ,x1]) 


天 一 面 


zf (xm) (zx € [xixzm]) (2.51) 


TH 


(2.52) 


1(z) (CrE[zivz]) 
分 段 二 次 插值 就 是 用 分 段 抛物 线 近 似 代替 曲线 y= 二 (x) 。 先 把 区 间 [a,b] 分 成 若干 个 小 
区 间 [zzwi] ,在 小 区 间 [z ze] 上 进行 二 次 插值 ,插值 函数 为 


(x—x) (rT— rH1) T— Xr1) (2 — zi) 


- ( 
人 i i To Co dat 

(rz) (zz) > 

Gm x ) rm zm) 起 EEzrozni]) (2.53) 


在 整个 区 间 [a,b] 上 的 插值 函数 为 
Qi (7) (zr € [zo ,x2]) 


Q(z) (rx EL[zr:,z]) 


Q(z)= 《2.54) 


Q-_Cr) (reE[z:zo]) 
2.4.2 分 段 三 次 埃 尔 米 特 多 项 式 插值 


埃 尔 米 特 插值 不 仅 要 求 插值 函数 与 被 插值 函数 在 节点 处 的 值 相等 ,而 且 还 要 求 插值 函数 
的 一 阶 导数 与 被 插值 函数 的 一 阶 导数 也 相等 。 

定义 (2.11) ” 设 已 知 函数 /(zx) 在 区 间 [a,6] 上 nn 十 1 个 互 异 节点 z,(i==0,1,2,…,n) 上 
的 值 FCz,) 及 一 阶 导数 的 值 /'(z,) ,要 求 构 造 一 个 插值 函数 甩 (x) ,使 其 满足 条 件 : 

(1)H(z) 是 一 个 次 数 不 超 过 2n 十 1 次 的 多 项 式 ， 

(WH)=f(z), H(z)=f 7) (=0,1,2,% ,nm) 。 
称 此 问题 为 埃 尔 米 特 插值 问题 , 满足 上 述 条 件 的 插值 多 项 式 H(z) 称 为 埃 尔 米 特 插值 多 
项 式 。 

这 里 以 分 段 三 次 埃 尔 米 特 多 项 式 插 值 为 例 介 绍 埃 尔 米 特 插值 的 基本 思路 。 分 段 三 次 埃 尔 
米 特 插值 就 是 把 区 间 [a,5j 分 成 a 个 小 区 间 [zz]G=1'2,…')， 在 每 个 区 间 
[zz] 上 用 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 HH; (z) 来 近似 被 插值 函数 > 一 /(Cz) 。 

在 区 间 [zi1,z,] 上 HH; (x) 满足 
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H(z)=f(z), Hlr)=f (72) G=i—1i) (2.55) 
引入 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 基 函 数 wp (z) ,8 (z) ,pi (x) 和 yi(x) ,在 小 区 间 [zz] 上 ， 
三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 H, (z) 表示 为 

Hy (2)=9 Tf re tp fa) Ftp) rth) f(r) (2.56) 
能 使 H, (z) 满足 插值 条 件 式 (2.55) 的 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 基 函 数 g(x) ,mp(z)， 
gi (zx) 和 yi (xz) 分别 是 


多 :GD 一 直属 一 2 十 2z) (x —z)? 


w(z)= 直 (十 2z 一 2z) (z 一 x1)? 
轩 (2.57) 
儿 i(Cz) 一 就 (一 Zi) (rT— 71)? 


尼 
内 (z) 二 直 (z 一 z) (xz— x1) 
其 中 ,区 间 长 度 hh = 二 xz, 一 zx，。 把 上 式 给 出 的 插值 基 函 数 代 入 式 (2.56)，, 就 得 到 小 区 间 
[zyzi] 上 的 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 , 其 示意 曲线 如 图 2.6 所 示 。 
分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 的 余 项 是 ?ID DT 


co 
Run, (z) = 全 (z 一 2D2 (rz—z)’* (ECGzr)) 


(2. 58) 
相应 的 误差 限 估计 式 是 


oh co 二 
[Ru, (x) | 364 max | 了 (zx) | = max {hn}) 


rel 


(2.59) 
2.4.3 三 次 样 条 插值 图 2.6 


“ 样 条 "” 原 指 绘图 人 员 绘 制 曲线 时 使 用 的 一 种 辅助 工具 ,是 一 个 极 有 弹性 的 长 条 。 使 用 
时 , 先 把 样 条 固定 在 一 些 给 定 的 点 ( 称 为 “ 样 点 ") 上 ,并 让 它 自然 弯曲 ,然后 依 样 画 下 样 条 呈现 
的 曲线 ,这样 的 曲线 就 称 为 " 样 条 曲线 "。 从 数学 上 看 , 样 条 曲线 是 由 分 段 三 次 多 项 式 曲线 构成 
的 光滑 曲线 ,在 两 个 多 项 式 曲线 的 相 接 处 ,不 仅 多 项 式 的 值 相等 ,而 且 多 项 式 的 一 阶 导数 的 值 
和 二 阶 导数 的 值 也 分 别 相等 ,所 以 样 条 曲线 光滑 性 很 好 。 

定义 (2. 12) ”对 于 给 定 的 插值 节点 xz, (i 二 0,1,…,n) ,如 果 函 数 S(z) 在 每 一 个 小 区 间 
[zrz]G=1,2,…,m) 上 是 三 次 多 项 式 ,并 且 在 所 有 内 节点 zx;(i 二 1,2,…,n 一 1) 处 有 直到 
二 阶 的 连续 导数 ,那么 就 称 S(z) 为 节点 xz; (i 二 0,1,…,n) 上 的 三 次 样 条 函数 。 

定义 (2.13) ”车 三 次 样 条 函数 S(z) 在 所 有 节点 处 满足 插值 条 件 , 即 

SC)=f(z) G 一 0,1，m) (2. 60) 

则 称 SCz) 为 三 次 样 条 插值 函数 。 

显然 ,三 次 样 条 插值 函数 就 是 通过 全 部 样 点 ( 即 插值 点 ) 的 二 阶 连续 可 微 的 分 段 三 次 多 项 
式 函 数 。 设 


SGz)=Si(z) (zr €E[zi1 sr] ,i=1,2,",n) (2. 61) 
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式 中 
SCr) 一 az 十 bz 十 cz 十 研一 1,2,…) (2. 62) 
三 次 样 条 函数 S(z) 中 包含 4n 个 待定 常数 {a ,bcyd) (i 二 1,2,…,n) 。 它 们 可 以 由 下 面 的 
三 类 条 件 来 确定 : 
(1DS(z) ,S (z) ,SCz) 在 一 1 个 内 节点 处 连续 , 即 
S(zr 一 0) 一 SGCzi 十 0) l 
S'(zi 一 0) 一 S (zi 十 0) (i=1,2,.,n—1) (2. 63) 
S'(ri—0)=S Cr 十 0) | 


(2)S(z) 满足 插值 条 件 式 (2. 60)。 
以 上 共有 3(n 一 1) 十 (n 十 1) 二 (4n 一 2) 个 条 件 ,完全 确定 样 条 函数 所 需 的 另外 两 个 条 件 


由 边界 条 件 给 出 。 
(3) 边界 条 件 就 是 样 条 函数 在 插值 区 间 端 点 x。 和 z, 处 满足 的 条 件 。 常 见 的 边界 条 件 有 
= 种 ， 
第 一 种 边界 条 件 : 给 定 端点 处 函数 的 一 阶 导数 值 , 即 
S'(z0)=/ (7), Sx,)=f (x,) (2. 64) 
第 二 种 边界 条 件 :给 定 端点 处 函数 的 二 阶 导数 值 , 即 
Sr)=f (0), Sz)=f (7.) (2. 65) 


作为 特例 ,条 件 S'(zxo) 一 S (z。) 一 0 称 为 自然 边界 ,满足 自然 边界 的 样 条 函数 称 为 自然 样 条 ， 
它 是 满足 插值 条 件 的 最 光滑 的 三 次 样 条 插值 函数 。 
第 三 种 边界 条 件 : 当 被 插值 函数 是 以 (z, 一 ze ) 为 周期 的 周期 函数 时 , 样 条 函数 S(z) 必须 
满足 周期 条 件 
S(zo +0)=S(z, —0) 
S’(zot+0)=S’ (x, —0) (2.66) 
SCzo 十 0) 一 S (rz 一 0) 
真正 起 作用 的 是 后 两 个 等 式 。 
补充 了 两 个 端点 条 件 后 ,可 以 建立 4n 个 待定 常数 {a, ,0 cd) (i 三 1,2,…,n) 满足 的 方 
程 组 ,求解 方程 组 就 能 确定 三 次 样 条 插值 函数 SCz) 。 
定理 (2.6) ”三 次 样 条 插值 问题 的 解 存在 且 唯 一 。 
求解 三 次 样 条 插值 函数 的 常用 方法 有 三 弯 和 矩 法 和 三 转角 法 。 这 里 只 给 出 三 弯 矩 法 。 
在 区 间 [zx; ,zx;] 上 满足 条 件 式 (2.60) 和 式 (2. 63) 的 S,(z) 是 


一 2 (一 2 _ Mi \ Zz 
SW Mt Mt (fe ) 
MA za 0 _),.. 
(Ac 一 ”全 ) 证 12 (2.67) 


其 中 
M;=S(r) Gi=0,1,2,.,n) 
; (2. 68) 
hi=z—re Gi=1,2,,n) 
由 一 阶 导数 在 节点 zi (i 二 1,2,…,n 一 1) 处 连续 的 要 求 5'(z, 一 0) 二 S'(zx, 十 0) ,有 
pM +2M; +AMi =d, (i=1,2,%,n—1) (2. 69) 


二 有 二 
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式 中 
hn 
4 
人 
黄 运 了 一 办 王 二 (i= 1,2,. ,nC—1) 
= 6 (fno) 一 fr) ff) 
WE (es )= S/n sn] 


(2.70) 
力学 上 把 M, 解释 为 梁 在 截面 x; 处 的 弯 矩 ,所 以 公式 (2. 69) 称 为 三 弯 矩 方程 。 三 弯 矩 方 
程 共 有 nn 一 1 个 ,要 完全 确定 n 十 1 个 M,, 还 须根 据 边界 条 件 补 充 两 个 方程 。 
对 于 不 同 的 边界 条 件 , 能 够 建立 求解 M, 的 不 同 线性 方程 组 ; 
(1) 对 于 第 一 种 边界 条 件 式 (2. 64) ,求解 M, 的 线性 方程 组 是 


2 1 Mo do 
Pt Mi 
a 
人 = (2.71) 
| | 
1 2]|™, d, 
其 中 
d=2M +M = (LE Pen)) 
而 万 
(2.72) 


了 =6 fz)— fz) 
4 = Me +2M, = 关 (f Ce) ) 


(2) 对 于 第 二 种 边界 条 件 式 (2.65), 已 知 M。 = (zo),M, = (xz,)， 求解 
M, (i 二 1,2,…,n 一 1) 的 线性 方程 组 是 


yn M] 『「 由 一 AM 
PE AM ds 
缀 -六 
Em " = (2.73) 
bi 2 ase| [as ds 
pm 2 IM ) la —a Mm. 
(3) 对 于 第 三 种 边界 条 件 式 (2. 66) ,求解 M; (i 二 1,2,…,n) 的 线性 方程 组 是 
2 入 和 ] [名 由 
a AM a 
2 A 
1 = (2.74) 
ps 2 ml lm, a, 
4, 4 2]|m. ad, 


i 苔 2 
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式 中 
hy 
和 
所 一 1 一 人 一 生生 二 (2.75) 
+ 
a (fe fe ) 
"i 而 厂 
并 且 
NM 一 M.， 风 一 AM。 十 2M, 十 luM， (2.76) 


总 结 上 述 过 程 , 可 将 建立 三 次 样 条 插值 函数 SCz) 的 过 程 归纳 如 下 : 

(1) 根据 给 定 的 插值 点 (riyfkr))G=0,1,2,…',n) 及 边界 条 件 ， 建 立 求 解 
MGi 二 0,1,2,…,n) 的 线性 方程 组 式 (2.71) 、 式 (2.73) 或 式 (2. 74)。 

(2) 解 方程 组 , 求 出 M; (i 二 0,1,2,*…,n) 。 

(3) 将 MiGi=0,1,2,…,m) 代入 公式 (2.67)， 得 到 SGz) 在 区 间 [zz] 
二 1,2,"…,n) 上 的 分 段 表 达 式 S,(z) G 一 1,2，…m) 。 

(4) 整个 插值 区 间 上 的 三 次 样 条 插值 函数 为 

S(z) (CrzE[zoz]) 


S:(z) (CrE[zryrs]) 


S(r)= (2.77) 


S.(z) (zr €[ze1 7.) 
例 2.5 已 知 函 数 的 表格 形式 , 见 表 2.8。 试 在 区 间 [1,5] 上 用 三 恋 和 矩 法 给 出 三 次 自然 样 
条 插值 晒 数 。 


表 2.8 
i 0 1 2 3 
工 | 1 | 2 | 4 5 
fm) | | | 3 | 4 2 


解 ”对 于 自然 边界 条 件 ,有 M, = M: 二 0。 根 据 公 式 (2.68) 和 公式 (2, 70) 求 得 的 有 关 参 
数 是 
局 二 下 二 2 为 二 1y 一生， 各 一 和 出 二 8 十 二 8 


代入 公式 (2.73), 有 线性 方程 组 


2M + SM, 一 一 3 
全 MG +2M, 一 一 5 
解 得 
a 人 
MG = 全，Me 一 一 3 


代入 公式 (2. 67) ,经 过 整理 得 到 所 求 的 三 次 自然 样 条 插值 函数 是 
> 
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去 是 道生 富 
8 + 十 二 1 (Ud<r<2) 
S(z)=/— lrt+3r+Tr-l (QQ<r<4) 
8 8 4 re 
总 45 > 103 
区 2 RS Lo 
并 8 工 t+ 33 (4<r<5) 


可 以 通过 增加 节点 来 提高 三 次 样 条 差 值 的 精确 度 。 对 于 三 次 样 条 插值 函数 , 当 插值 节点 
连 渐 加 密 时 ,不 但 样 条 函数 收敛 于 被 插值 函数 ,而 且 样 条 函数 的 导数 也 收 伍 于 被 插值 函数 的 导 
数 ,这 种 性 质 要 比 多 项 式 插值 优越 得 多 。 


2.5 函数 拟 合 的 最 小 二 乘法 


对 于 许多 实际 问题 来 说 , 函数 关系 y 一 A(z) 中 变量 的 值 是 通过 实验 测量 得 到 的 , 即 用 测量 
数据 (z ,f(z ) Gi 二 0,1,2,…,m) 给 出 。 测 量 数据 总 是 有 误差 的 ,因此 若 像 插值 法 那样 要 求 
近似 函数 严格 通过 每 一 个 测量 数据 点 , 则 不 可 避免 地 就 把 测量 误差 引入 到 函数 关系 中 ,难以 反 
映 变量 之 间 关 系 的 真实 情况 。 函数 拟 合 就 是 用 简单 函数 gp(z) 的 计算 点 
(rov9(z) ) (i 一 0,1,2,… wm) 去 通 近 函数 y 二 f(z) 的 测量 点 (zf(Cz) ) (i 二 0,1,2,…*,m)， 
也 就 是 用 函数 p(z) 去 通 近 函数 f(z)， 通 近 的 标准 是 函数 /(x) 和 g(x) 在 

…,m) 处 的 整体 偏差 最 小 ,并 不 要 求 完 全 相等 。 这 样 构造 的 逼近 函数 pg(z) 称 为 


定义 (2. 14) ”对 于 给 定 的 一 组 数据 (z, ,f(z,) ) (i 二 0,1,2,…,m) ,在 某 一 简单 函数 类 中 
中 寻找 一 个 函数 p" (x) ,使 得 


R= | (x) — /Cz) [=min> |¢Cz)— f(x) | (2.78) 


这 种 方法 称 为 函数 拟 合 的 最 小 二 乘法 乘法 。 上 式 称 为 最 小 
二 乘 原则 , 按照 最 小 二 乘 原则 确定 的 拟 合 曲线 y = 
9" (zx) 称 为 最 小 二 乘 拟 合 曲线 。 

如 图 2.7 所 示 ,曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 就 是 用 简单 
函数 y = pr) 曲线 去 逼近 已 知 数据 点 
(Tif (71) ) (i 二 0,1,2,…,m) ,不 要 求 曲线 通过 所 有 
数据 点 ,只 要 求 函 数 曲 线 与 数据 点 在 整体 上 最 为 靠近 ， 2 


2.5.1 多项式 拟 合 
取 多 为 代数 多 项 式 的 函数 拟 合 称 为 多 项 式 拟 合 。 这 里 只 介绍 多 项 式 最 小 二 乘法 函数 


设 拟 合 函数 为 n 次 多项式 

P.(z) 一 ae 十 wz 十 az 三 十 … 十 as" (2.79) 
则 
38 
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R(auyalas) 一 > |P, (Cz)— f(x) 1 
可 以 把 Ras was，…,a,) 看 作 a, (i 一 0,1,…,n) 的 函数 (n 之 m), 即 
Rlaosars as) = D) atazitad + tar? — fz) | (2. 80) 
名 


多 项 式 最 小 二 乘法 函数 拟 合 就 是 ,对 于 给 定数 据 (zi,j(z,) ) (i 二 0,1,2,…,m) 和 次 多 项 式 

(2,79) ,寻找 一 组 a (i 一 0,1,…,n) ,使 式 (2. 80) 的 值 最 小 。 根 据 多 元 函数 取 极 值 的 必要 条 件 

可 知 ,R(ao sa,…… ,a,) 必须 满足 ' 
aR 


0 (i=0,1.",n) (2.81) 


得 到 a,(i 二 0,1,…,n) 应 该 满足 的 方程 组 
pe tn FD 
气 全 全 全 


a 十 an ba 十 ax Ta 中 ta Dizm = pe 
eg Ed 名 名 Ee (2. 82) 


Go Tata an tear Dz Dr = Trp) 
之 名 3 EE Ee 


它 被 称 为 法 方程 或 正规 方程 ,写成 矩阵 形式 是 


4T4a 一 ATy (2.83) 
式 中 
1 zo zx ao f(ro) 
es 1 a zt 纪 ep 网 本 7 (2.84) 
2 an (zm) 


解 正规 方程 式 (2. 82) 得 出 a, (i 二 0,1,…,n) ,然后 代入 式 (2.79) 就 得 到 拟 合 多 项 式 。 由 
此 得 到 的 函数 曲线 P.(z)= ao 二 mr 十 ar 十 … 十 ar" 称 为 已 知 数据 
(Ziof(z1) ) (i 二 0,1,2,…,m) 的 经 验 曲 线 。 

对 于 线性 拟 合 问题 , 拟 合 函数 为 一 次 多 项 式 


Pi(z) 一 a 十 az (2. 85) 
多 项 式 系数 a, 和 a 满足 的 法 方程 式 (2. 83) 中 的 几 个 矩阵 分 别 是 
1 ze f(xo) 
Pa eh “站 EY dst (2. 86) 
日 2 Qi 3 
1 zn Cr) 


[ 1 | ao | 过 
A (pb 
(xz) 《zj la Lzy) 


一 划一 
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其 中 的 几 个 平均 值 分 别 是 
| 
A 
(2. 88) 
1 
WA ei A 
方程 式 (2. 87) 的 解 是 
=, oy) — ar) (2.89) 


《2z2)》 一 《 工 ) 
由 此 可 以 确定 给 定数 据 (zx, ,f(zx,) ) (i 二 0,1,2,…,m) 的 经 验 直 线 y 二 ao 十 aiz, 其 均 方 误 
差 是 


Q=, /2) [oo 二 az 一 Fr 了] 


人 


例 2.6 ”有 一 组 实验 数据 , 见 表 2.9。 试 用 最 小 二 乘法 求 经 验 直线 > 一 ao 十 az 及 其 均 方 
误差 。 


zx, 1 2 | 3 4 5 


f(r) 4 4.5 6 8 8.5 


解 ”对 于 本 问题 ,公式 (2.86) 中 的 几 个 和 矩阵 分 别 是 


:| 4 
1 多 4.5 
ao 
4 一 |1 3 “| ] y=|6 
a 
1 4 8 
2 8.5 


代入 法 方程 式 (2. 87) ,就 是 


其 解 为 
a 一 2.45， a =1.25 
经 验 直线 公式 是 
?一 2.45 十 1.25z 
均 方 误差 为 


Q= /5) C2.45+1.257,)— f(z,) J* 一 0.835 
名 


进行 函数 拟 合 时 ,通常 先 将 数据 (z, ,f(z,) ) (i 二 0,1,2,…,m) 绘 成 函数 曲线 f(x) ~ 工 ， 
然后 分 析 曲 线形 状 ,从 而 确定 要 选择 的 函数 类 ®。 有 些 实验 数据 在 坐标 纸 上 描 出 的 点 不 呈现 
直线 分 布 , 但 经 过 变量 代 换 后 可 以 转化 为 直线 分 布 ,如 表 2. 10 给 出 的 几 种 情况 。 


= 
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表 2.10 
Ee 
性 化 形式 
函数 关系 线 转化 关系 
y= f(x) Y=C+D 
这 站 I 
y 一 全 十 了 y 一 A 二 +B 
1 A 
贡 ?= 本 (co) 二 全 
>™ z+ i B 
rab 
ww 1 工 = Ar 二 B 
YT Ar+B y 
i RR 
> 一 三 + tA 
y= Alnr+B y= Alnr+B Y=yX=InrC=A.D=B 
y= Bew Iny = Ar +InB Y= Iny',X= r,C=A,D= lnB 
| 
y= Br^ lny = Alnz +InB Y=Iny,X=Inr,C= A,D= InB 
= ls =Az+B Y=-,X-zC-AD-B 
as ep SE yi=At+ = FaX- zc=AD- 
y= Bre” In =—Ar+tinB Y=In2,X=z,C——A'D= InB 
a 2 Ue py A =zx,C= 一 
ye TF (二 -1)= Ar+lnB |Y=In(S-1) ,X=z,C=A,D=InB 


例 2.7 给 定数 据 (z,,y,)(i=0,1,2,3,4), 见 表 2.11。 试 用 最 小 二 乘法 确定 变量 y 与 x 
的 函数 关系 。 


解 ” 题 中 没有 指明 两 个 变量 的 函数 关系 类 型 ,这 时 需要 通过 画图 并 观察 测量 点 的 分 布 特 
点 ,以 确定 拟 合 曲 线 类 型 。 由 图 2. 8 可 见 ,数据 分 布 接近 一 指数 曲线 ,因此 选择 拟 合 函 数 为 
y=ae” 
a 为 待定 常数 。 这 是 一 个 非 线性 函数 , 先 将 其 转化 为 线性 函数 。 为 此 对 函数 两 边 取 对 数 , 得 
Iny =Ina+ bz 
党 


于 是 有 


se 
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这 是 一 个 线性 函数 ,可 以 用 最 小 二 乘法 求解 。 


将 所 给 数据 转化 为 (z,,z,) (i 二 0,1,2,3,4) , 见 表 2. 12。 
表 2.12 


1.756 


得 法 方程 为 
5 7.50 ][A] Fe.404 
50 11. | [j= 隐 | 
A=1.122,，6=0.5056 
因此 a==e* =3.071, 于 是 最 小 二 乘 拟 合 函 数 是 
3 一 3.071ec55 全 
程序 (2.6) ”最 小 二 乘法 线性 拟 合 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :根据 数据 点 (zx;,y,) (i 二 1,2,…,n) 构造 最 小 二 乘法 拟 合 直线 y 一 az 十 b。 
function [a, b] = lsline(x, y) 


儿 输入 :x 一 一 由 坐标 点 工 , (i 二 1,2,…,n) 组 成 的 行 向 量 
% y 一 一 由 函数 值 y, (i 一 1,2,…,n) 组 成 的 行 向 量 


解 得 


%% 输出 :a 方程 y == az 十 b 中 变量 z 前 的 系数 
% b 一 一 方程 y = az 十 b 中 的 常 系数 
xm 一 mean(x); 入 计算 《z》 
ym = mean(y)# % 计算 (y》 


82 一 (x 一 xm)* (x 一 xm) 5%% 计算 amC(zz) 一 (z)2) 

sy 一 (y 一 ym) * (x 一 xm) '; 5 计算 m(C(zy) 一 (zy)) 

a= sy/s2; %a 一 〔((zy) 一 (z)(y》) /Cr — (zr):) 
b= ym—axxm; Hb = (y)—alr) 


z= : 林 二 
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在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


> x=—2:2; % 输入 数据 点 z 坐标 向 量 

> y=[1,2,3,3,4]; % 输入 数据 点 y 坐标 向 量 

> [a,b] =lsline(x, y); ”% 调用 程序 (2.6) 计算 拟 合 直线 ?一 az 十 b 中 的 常数 
输出 结果 : 


a 一 0.7000， b 一 2. 6000 
即 拟 合 直线 方程 是 > 一 0.7z 十 2.6 
> x1=—2.5:0.1:2; %% 以 下 绘制 数据 点 和 拟 合 直线 
> yl=a. xxl 十 bi 
> plot(x，y，'ok'，xl,y1，' 一 k')， 
输出 结果 如 图 2. 9 所 示 ( 图 中 实 线 表示 拟 合 直线 ,圆圈 代表 数据 点 ) 。 


3.5 

3| o o 

2.5| 

2 

1.3| 

1 o 

i 0 ds 1 Ts 2 


图 2.9 


程序 (2.7) ”最 小 二 乘法 m 阶 多 项 式 拟 合 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :根据 nn 个 数据 点 (zx,,y,) (i 二 1,2,…,n) 拟 合 mm 阶 多 项 式 。 
fanction c = lspolyCxvyym) 

% 输入 : x 一 一 由 坐标 点 zx, (i 二 1 :mn) 组 成 的 行 向 量 

% y 一 一 由 函数 值 y Ci 一 "n) 组 成 的 行 向 量 

% m 一 一 最 小 二 乘 拟 合 多 项 式 的 阶 

% 输出 : ec 一 一 建立 的 多 项 式 系数 向 量 

n= length(x); 

B= zeros(l:m+ 1); 


F = zeros(n, m+ 1); 


匆 用 x 的 不 同 次 其 构造 矩阵 下 


brk= 1:m+1 

F(:sk) = x (ko 1); 
end 
% 解 线性 方程 组 F'Fa = F'y 
A=F'*#F; 
B= Fx*y's 


二 
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a= A\B; 学 解 线性 方程 组 Aa 一 B 
c 一 人 ipud(a);  % 上 下 翻转 向 量 a 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 ， 


六 x 一 一 2:23 % 输入 数据 点 x 坐标 向 量 
Dy=[—5.8,1.1,3.8,3.3,—1.5]s % 输入 数据 点 y 坐标 向 量 
SP c=lIspoly(x,y,2); % 调用 程序 (2. 7) 拟 合 二 次 多 项 式 
输出 结果 ， 


ee 一 [一 1.9000,1.0800,3.9800] 
即 拟 合 曲线 方程 是 》 王 一 1.9z* 十 1.08z 十 3.98 


> x1=—2:0.1:2; % 以 下 绘制 数据 点 和 拟 合 曲线 
SD yl =polyval(c,x1); 
DS plot(x,y,'ok’,xl,yl,’—k'); 


输出 结果 如 图 2. 10 所 示 ( 图 中 实 线 表 示 拟 合 曲线 ,圆圈 代表 数据 点 )) 。 


2.5.2 多 元 线性 拟 合 


设 变 量 y 是 多 个 变量 z,G 一 1,2,…,k) 的 函数 。 现 测 得 ”组 数据 (zuyzay…ze 
30G 一 1,2,，z) ,一 般 应 满足 二 上 A。 作 为 一 级 近似 ,假设 变量 Y 是 变量 z,G 二 1,2,…,k) 的 
线性 函数 , 即 

Y=Ao 十 Aizi 十 Ar 十 … 十 Air' (2. 90) 

与 函数 拟 合 的 最 小 二 乘法 思路 相同 ,将 测量 数据 代入 上 式 , 得 到 nn 个 关于 A。,A,,… ,A 的 方程 
Y= iu 十 Asza 十 … 十 Air (i=1,2,.,n) 

用 最 小 二 乘 原理 确定 A, ,A,,… ,A ,使 y, 与 Y, 偏差 的 平方 和 最 小 , 即 


R= > (一 A 一 Ar 一 Asra 一 … 一 Aize)z (2.91) 


Ee 
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最 小 。 令 式 (2. 91) 对 A。,A,,… ,A, 的 偏 导数 等 于 零 并 化 简 , 就 有 正规 方程 组 
Au 一 (y) 一 Ai(z) 一 Az(zz) 一 …… 一 As(ze》 
4 十 th: 十 … 十 he 一 和 
laAitlaAs t+ luAs = ly (2.92) 


如 Ai 十 4: 十 … 十 luaAe 一 如 
式 中 
如 一 上 一 (rrz)》 一 (zr)(z)， to 一 (zy) 一 (zr)(?》 (ris=1,2,°",k) (2.93) 
其 中 


(r,s=1,2,.°,k) (2.94) 


从 方程 式 (2. 92) 解 出 A, ,A,,… ,A, ,就 能 确定 拟 合 函数 式 (2. 90)。 


2.6 快速 传 里 叶 变 换 


2.6.1 傅 里 叶 变 换 与 离散 傅 里 叶 变 换 


定义 (2.15) 设 函数 /(4) 定义 在 (一 20,2) ,' 且 满足 三 10 |d: 过 co, 则 称 


Flw)=| /0 ed (=V=T;w €(—0%,00)) (2.95) 
是 函数 /(2) 的 传 里 叶 (Fourier) 变换 。 可 以 证 明 
/= Fo) ed (2. 96) 


并 称 其 是 函数 F(w) 的 传 里 叶 北 变换 。 

通常 ,能 够 获得 函数 /(1) 在 (2N 十 1) 个 离散 点 上 一 AAL(A 一 0, 士 1, 士 2……, 士 NiAL 二 0) 
处 的 值 (kA) ,并 据 此 评估 函数 有 (4) 的 特性 ,这 里 分 析 其 可 行 性 。 当 N 足够 大 时 , 传 里 叶 变 
换 式 (2.95) 可 以 表示 为 


jy 
Fo)~| f(D rd 
如 果 同 时 At 充分 小 , 则 上 式 还 能 写成 


Ai 四 
F(a) ~ DSRAD EA = > JAD eewAt 十 Df CRA) es A= 


er k= —N t=0 
tt AN-1 
DR N) AD) creamewetreswAt 十 》 (UKAE) es A 
wp k=0 


车 取 w=j/ (NA1) G ==0,1,2,…,N 一 1) ,得 


F(Ni)~ PAs 


t= 
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其 中 ,A 二 (fC&AL) 十 了 (Ck 一 NN) At) ) At。 因 此 ,计算 Flw) 在 点 w 一 /CNAI) G 一 0,1,2，…， 
NN 一 1) 处 的 值 就 变 成 了 计算 求 和 


Ai 
已 = Aie2m GQ=0,1,2,.",N—1) 


er 


不 难 推出 ,其 着 运算 是 


A 一 下凡 ew (k=0,1,2,.,N—1) 
定义 (2.16) 序列 (a,) | ”的 离散 伟 里 叶 变 换 (DFT) 是 序列 {4) | ,其 中 


AL 
c= Daje mn (2.97) 


Fe 


而 序列 {0,) | 的 元 散 伟 里 叶 送 变换 (IDFT) 是 序列 (0,) | ,其 中 


wa 
CD (2. 98) 


Ee 
记 作 
qc (2. 99) 


离散 传 里 叶 闻 变 换 把 数据 {a, ) | ”表示 为 它 的 基本 频率 的 组 合 ,组 合 时 的 系数 就 是 变换 


后 的 数据 {ew} |， 。 由 于 exp(2xi 认 /ND 二 expGiC2x 认 /N) ) ,因此 放 /N 相当 于 频率 ,2r 关 /N 


相当 于 图 频率 。 与 连续 传 里 叶 变 换 相 比 ,如 果 把 离散 数据 fa, | ”看 成 是 从 连续 信号 中 以 时 


间 间 隔 At 取样 所 得 , 则 第 j 个 数据 的 取样 时 刻 是 jAt, 全 部 数据 的 取样 时 间 长 度 是 NAt, 它 相 

当 于 一 个 取样 周期 , 所 以 基 频 为 1/NAt, 倍 频 为 k/NAt, 把 1=jAt 和 v 一 人 /NA 代入 

exp(2riv ) 就 得 到 exp (2xi 认 /N) 。 另 外 ,ct/N 相当 于 各 频率 的 振幅 ,把 振幅 模 的 二 次 方 称 为 

现在 考察 离散 传 里 叶 变 换 与 插值 多 项 式 系数 的 关系 。 设 已 知 函 数 xz (7) 在 区 间 [0,2x] 内 

N 个 分 立 点 2xj/NG=0,1,2,…,N 一 1) 处 的 值 zG) = zl2xnj/N)， 用 函数 
ew (二 0,1,2,…,N 一 1) 的 线性 组 合 

PWRxXG er (2. 100) 


作为 函数 (4) 在 区 间 [0,2x] 上 的 插值 函数 。 显 然 ,确定 系数 XX(k) (k 二 0,1,2,…,N 一 1) 的 
条 件 是 函数 Pt) 和 zz (4) 在 N 个 分 立 点 2xj/N(GI 二 0,1,2,…,N 一 1) 处 的 值 相等 , 即 
2 
x) -P(N)=NDXO em G01,2N—D) 
从 中 可 以 解 出 
Ei 


Xk) = Dro (k=0,1,2,,N—1) (2.101) 


式 (2. 101) 表明 ,函数 (1) 关于 离散 点 x 0) 三 (2rj/N) G 三 0,1,2,…:NN 一 1) 插值 多 项 式 
(2. 100) 的 系数 X(k) (k 二 0,1,2,…,NN 一 1) 就 是 函数 z (7) 在 离散 点 的 值 序列 {z 0G) ) | ” 的 


pene 
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离散 健 里 叶 变 换 。 
若 记 
二 em“* (N 是 正 整数 ) (2. 102) 
称 N XN 矩阵 
es wt wo 
ot ww wm 
F=[L/y]=|w ww 人 er (2.103) 
wt Ny wD cvrD 
为 N 阶 传 里 叶 和 矩阵 ,其 中 
RT fy = =e-rW/N (2. 104) 
对 于 给 定 的 N 维 向 量 
= dy Wm (2. 105) 
向 量 
c=[% a cr]'=Fa (2. 106) 


就 是 向 量 a 的 离散 傅 里 叶 变 换 ; 而 向 量 
Q 一 Fe (2. 107) 
是 向 量 e 的 离散 傅 里 叶 逆 变 换 。 
考虑 到 w 的 特点 ,可 以 发 现 传 里 时 矩阵 下 是 一 个 元 素 为 复数 的 对 称 范 德 蒙 矩阵 ,并 且 可 以 
证 明 


Fr = (2. 108) 
式 中 ,F” 和 下 分 别 是 矩阵 F 的 复 共 胰 矩阵 和 复 共 生 转 置 算 阵 。 
设 
Dy ae (2.109) 
对 比 式 (2.97), 有 
Go=plw') (k=0,1,2,.…,N—1) (2.110) 
式 (2. 110) 表明 ,离散 傅 里 叶 变 换 等 价 于 计算 多 项 式 PCz) 在 wk 二 0,1,2,…wN 二 1) 处 的 
值 ;而 离散 傅 里 叶 逆 变换 相当 于 计算 多 项 式 p(x) 的 系数 ajG 三 0,1,2，,…，,N 一 1) ,使 得 式 
(2. 109) 成 立 。 


离散 传 里 叶 变换 c = Fa 就 是 矩阵 乘法 。 但 如 果 直 接 用 矩阵 乘法 计算 离散 傅 里 叶 变 换 , 则 
当 N 比较 大 时 ,计算 量 相当 可 观 。 若 傅 里 叶 矩 阵 已 知 , 每 计算 向 量 e 的 一 个 元 素 , 就 要 进行 N 
次 乘法 运算 和 六 一 1 次 加 法 运算 ,离散 傅 里 叶 变 换 的 运算 总 次 数 就 是 (CN 一 1) N ~ 2N?。 
此 研究 离散 傅 里 叶 变 换 的 快速 算法 十 分 必要 。 


2.6.2 快速 傅 里 叶 变 换 


1965 年 Cooly 和 Tuley 提出 了 适合 在 计算 机 上 使 用 的 离散 傅 里 叶 变换 快速 计算 方法 一 一 
快速 传 里 叶 变换 (FFT) ,显著 提高 了 运算 速度 ,使 传 里 叶 变 换 得 到 更 广泛 的 应 用 。 人 快速 健 里 叶 
i 
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变换 算法 的 核心 思想 是 尽量 减少 乘法 次 数 。 式 (2. 104) 中 的 户 二 w* 共有 入 个 元 素 ,但 这 入 


个 元 素 实际 上 只 有 入 个 不 同 的 值 w*(k 二 1) ; 计算 时 ,可 以 先 把 式 (2. 97) 中 的 
各 项 按 w*( 六 一 1) 归 类 ,然后 把 同类 项 中 的 a, 加 起 来 之 后 再 与 w* 相 乘 , 这 样 
就 能 大 量 减 少 乘 


车 N 是 偶数 , 则 多 项 式 (2. 109) 重新 表示 为 
记 (z) 一 ao 十 Wi 并 十 aaz2 十 … 十 awizn 一 


(ao 十 azz: 十 adz+ 十 十 anrazw2) 十 z(al 十 aszz 十 asz 十 十 avizN2) 一 


pe (zz ) + rp, (rx:) (2.111) 
其 中 
Nal 
Pe(D)=ao tastt a te +av st = Da” (2.112) 
Net 
加 (0) 一 ai + attast t+ tamt 一 amt (2.113) 
引入 
ws 二 ei" (是 自然 数 ) (2.114) 
则 有 
wN = ND oh wi" =e i Ne =—w, (G0=0,1,2,,N/2—1) 
(2. 115) 
这 样 ,从 公式 (2. 110) 和 公式 (2. 111) 可 得 ,离散 傅 里 叶 变 换 向 量 的 分 量 是 
C= oh ch 一 修一 oa (k=0,1,2,%,N/2—1) (2.116) 
式 中 
w=p. wha), w=p, wh) (2.117) 


因此 ,计算 p(z) 在 w% ,wk ww%，…swX%!' 这 N 个 点 上 的 值 的 问题 ( 即 NN 个 数据 构成 序列 的 
离散 傅 里 叶 变换 ) 就 归结 为 计算 两 个 CN/2 一 1) 次 多 项 式 p, (4) 和 pl) 在 wa vw vw， 
… ww! 这 N/2 个 点 上 的 值 ( 即 两 个 N/2 个 数据 构成 的 序列 的 离散 传 里 叶 变 换 )。 如果 N = 
2" (m 为 正 整数 ) ,那么 这 样 的 归结 过 程 可 以 不 断 进行 下 去 ,使 计算 量 大 大 减少 ,这 就 是 快速 傅 
里 叶 变换 的 基本 思路 。 式 (2. 111) ~ 式 (2. 117) 的 主要 计算 过 程 如 下 : 

0) 根据 已 知 离散 数据 ad) = 二 a = 二 0,1,2,…,N 一 1) ,给 多 项 式 p,(1) 和 p,(1) 的 系数 
赋值 : 

ae(r) 一 a(2r) ， ao(r) 一 a(2r 十 1) (r=0,1,2,.,N/2—1) (2. 118) 

(2) 计算 

wR)=p (wh) ulk)=p (wh) (一 0,1,2,…,N/2 一 1) 
(3) 最 后 计算 
人 一 c() 一 mw(A) 十 wu lk), ceons =c(k+ N/2)=v(k) — whulk) 
人 一 0,1,2,…,N/2 一 1) 

程序 (2.8) ”根据 公式 (2. 110) ~ 公式 (2. 117) 计算 离散 傅 里 叶 变换 的 MATLAB 程 序 。 

程序 任务 :用 公式 (2. 110) ~ 公式 (2. 117) 完成 对 给 定数 据 序列 的 离散 傅 里 叶 变换 。 


function ¢ = FourierTran (a) 
% 输入 :a 一 一 离散 数据 向 量 (1 x N),N 应 当 是 偶数 
48 一 
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% 输出 :一 一 输入 数据 的 离散 伟 里 叶 变 换 的 结果 向 量 (1 x N) 


N = length(a); %% 提取 输入 数据 数目 
ae = zeros(1, N/2); ao = zeros(1, N/2); 站 式 (2.112) 和 式 (2.113) 中 的 系数 向 量 
brj = 1:1:(N/2) 
ae(j) 一 a(2*j 一 1); ao(j) = a(2*)); % 公式 (2. 118) 
end 
wl = exp( 一 2* pi#i/(N/2)); Hi= sqrt( 一 D) 
v = zeros(1, N/2); u = zeros(1, N/2); 外 式 (2.116) 中 的 v 和 u 向 量 


for m= 1:1:(N/2) 
vm) = 0; u(m) = 0; 
br k= (N/2):;—1:1 
v(m) = ae(k) + v(m) * wl(m—1); % 公式 (2.117) 
u(m) = ao(k) 十 uCm) * wl(m—1); % 公 式 (2.117) 


end 
end 
w2 = exp(—2* pi i/N); 
c= zero(l,N); % 式 (2.110) 中 的 c 向 量 
bor n = 0:1:(N/2) 
en) = v(n) 十 (w2-(n 一 1D)) «un); %% 公式 (2.116) 
cn 十 NM2) = v(n) 一 (w2-Cn 一 1D))*u(n)， %%6 公式 (2.116) 
end 


例 2.8 应 用 程序 (2. 8) 完成 对 数据 组 (1,2,3,4,5,6,7,8) 的 傅 里 叶 变换 。 
在 MATLAB 命令 窗口 中 输入 : 


> a=[1,2,3,4,5,6,7,8]; %% 输入 已 知 数据 向 量 
> c=FourierTran(a); % 调用 程序 (2. 8) 完成 计算 
»>e! % 将 结果 以 列 向 量 形式 输出 
输出 结果 : 
ans 一 
36. 0000 


— 4.0000 一 9. 6569i 

一 4.0000 一 4.0000i 

一 4.0000 一 1.6569i 

一 4.0000 

一 4 和 .0000 十 1. 6569i 

一 4.0000 十 4.0000i 

一 4.0000 十 9.6569i 

下 面 以 N 二 2 一 8 为 例 ,详细 介绍 快速 伟 里 叶 变 换 的 算法 。 此 时 ,离散 傅 里 叶 变 换 式 
(2.97) 是 


， 
ce 一 >)ao (k=0,1,2,.,7) (2. 119) 


3 


一 症 翅 
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设 正 整 数 n 除 以 N 的 余数 是 r, 由 于 w* 二 1, 则 有 w" 一 ow"。 将 上 和 ji 用 二 进 制 表示 为 
不 一 已 22 十 外 21 十 如 29 全 (ea yo) ， 了 了 一 产 2 十 万 2 十 六 2 全 Gai1jo) (2.120) 
其 中 心 , 与 j,(s 二 0,1,2) 取 0 或 1。 同时 ,引入 记号 
cr =e(kiskisko), a =aljssjijo) 
则 式 (2. 119) 改写 为 
1 1 
ce sa skho) = DD Dassjisjo) wh? Hah? = 


as=ojx=ojz=0 


DD [Dasj) wr or? ]wh Gre> } once 


-0 0 j=0 


(2.121) 
再 次 引入 记号 
Ao zsjijo) =a0j2 hisjo) 
1 
Ai jijorko) = DAo Gas jisjo) wr hy 
' 
As Gorky ska) = D) CAs Gsjos ko) J ee (2. 122) 
' 
As (kz ,ki ko) 一 D4: Go sky sko) aacoooy 
式 (2. 121) 就 成 为 
clka skisko) = As ks, 
这 样 就 将 c 的 计算 分 成 了 三 步 。 注 意 到 , 当 N= 二 2" 时 ,m4 ”一 (owa)5 二 (一 DD, 公式 


〈2. 122) 中 第 二 式 还 能 进一步 化 简 为 
1 
Go)= 了 Ao Gjo) oS 二 Ao (05s 襄 ) wr 人 ”十 A C1y 记 训 ) wh 人》 一 
Ao Osi rho) we hi? + Ao CLshi sjo) wr wih? = 
[Ao (O31 5jo) + — DD %Ao jsj) J n> 


则 
Ai Gijo0)=Ao (Osh,jo) t+ Ao l,i,jo) } ee 
A Gisjos1)= [Ao Oj jo) — Ao lsjy jo) Jw nei 
应 用 式 (2. 120) ,把 括号 内 的 标号 还 原 为 十 进 制 ,并 令 
了 一 (0 ,ja) 一 六 2 +jo2 (=0,1,2,3) 
就 有 
了 7 一 访 2: 十 jo2 一 (ij 0) 
好 十 1 一 方 22 十 六 2 十 2 =01,jo,1) 
了 十 至 一 22 十 态 2 十 jo2° 一 (1 力 jo) 
式 (2. 123) 改写 为 
Ai (27) 一 AsoG) 十 AoG 十 22) } 
WS G=0,1,2,3) (2. 124) 
AiQ2j+D)= [A OQ)— AG+2) lo 
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用 同样 的 方法 可 推导 出 
As:G2: 十 各 一 A (21 十 妇 十 Ai (2 十 上 十 22) Oy } 人 
As:(02: 十 & 十 2) 一 [A(21 十 人 一 AI (21 十 上 十 22)]ow2 
As(k)=As(k) + A (kt+ 27) 
As(k+2)=A:(k) — A: (kt+2:) 
根据 公式 (2.124) ~ 公式 (2.126), 由 A60)= ag)=aG=0,1,…,7) 逐步 计算 到 
A;(k) (k= 二 0,1,…,7) ,就 得 到 了 c(k) 二 ci, 完 成 了 伟 里 叶 变 换 的 计算 。 
对 于 一 般 N 一 2” 的 情况 ,快速 傅 里 叶 变换 的 算法 如 下 : 
AGOG2: 十 人 一 AGO25 十 问 十 AGO2 十 & 十 2 ) 
ArG2: 十 十 251) 一 [Ari G2m 十 和 ) 一 A G2 十 十 2"1) ]az (2.127) 
QU=1,2,. m3jrk =0,1,. 2 一 1) 
计算 有 二 重 循 环 ,第 一 重 循 环 是 /=1,2,…,m, 第 二 重 循环 是 j,k 二 0,1,… ,2"' 一 1。 这 就 是 快 


速 传 里 叶 变 换 的 算法 ,其 运算 量 是 子 Nlogs N。 当 N 比较 大 时 ,快速 传 里 叶 变换 的 运算 次 数 比 


矩阵 乘法 运算 次 数 少 很 多 ,如 N 二 64,256,1 024 时 ,两 种 方法 运算 次 数 之 比分 别 是 0.070 9， 
0.023 5,0. 007 3, 大 幅度 减少 计算 机 运行 时 间 。 

程序 (2.9) ”快速 傅 里 叶 变换 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :根据 公式 (2. 127) 完成 对 给 定数 据 的 快速 伟 里 叶 变换 。 

fonction c = FastFouTran(a) 

% 输入 :a 一 一 离散 数据 向 量 (1 X N) 'N 应 当 等 于 2" 

% 输出 :c 一 一 输入 数据 传 里 叶 变 换 的 结果 向 量 (1 X N) 

N = length(a);  %% 提取 输入 数据 数量 

m 一 log2(N); 外 计算 mm 

iffix(m) ~ 二 m 中 保证 N = 2" 

error('N 必须 是 2 的 整数 次 等 ); 


return 


4=01.2.5)} (2.126) 


end 
i= sqrt( 一 1); 。 %%i 是 虚数 单位 
Al = zeros(1, N); A2 = zeros(1, N); w = zeros(1, N/2); 。”% 初 始 化 有 关 和 矩阵 
Al(:) 一 ai % 赋 傅 里 叶 变 换 的 数据 
w0 = exp( 一 2x pixi/N); 六 定义 w = exp( 一 2xi/N)。 道 变换 时 w = exp(2xi/N) 
wll:N/2) = wo. “(0:(N/2—1)); 站 建立 由 (Gj = 0,1,…,N/2 一 1) 向 量 
brl= 1:m 
if rem(l, 2) ~= 0 %1 为 奇数 时 进行 下 列 运 算 


frk 一 0:(2Cm 一 D 一 1) 
brj 一 0:(2(1 一 D 一 1) 
A2(k* 2-1 十 j 十 1) = Al(k* 2-(1 一 1) 十 j 十 1D) 十 … 
AlCk* 2-(1 一 1D) 十 ji 十 2-(m 一 1D) 十 1D); % 公式 (2.127) 
A2(k*#*21+ji 二 2 一 D+D 一 (Al(k* 2(1 一 1) 十 j 十 1D) 一 … 
AlCk* 2 一 1) 十 ji 十 2Cm 一 D 十 D)* wC(kx2(1 一 D) 十 D， 
:本 | 二 
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%1 为 偶数 时 进行 下 列 运 算 


“m—D— 1 
0:(2(1 一 1 一 1 
Al(kw2-1 十 j 十 1) = A2(k* 2-(1 一 1) 十 j 十 1) 十 … 
A2(k* 2 (1 一 1) 十 j 十 2-(m 一 1) 十 1)5 % 公式 (2.127) 
Al(k* 21 十 j 十 2(1 一 1) 十 1) = (A2(kx*20 一 1) 十 ji 十 1) 一 …… 
A2(k* 2-(1 一 1) 十 ji 十 2(m 一 D) 十 D)* wCCkw2-(1 一 1D)) 十 1D)， 
end 
end 
end 
end 
if rem(m, 2) 一 一 0 
A2(:) = Al(:); 
end 


c= A2; % 输出 快速 传 里 叶 变换 结果 。 逆 变换 时 c 二 A2/N 


例 2.9 一 个 应 用 快速 传 里 叶 变 换 进 行 频 谱 分 析 的 简单 例子 。 
(1) 建立 一 个 离散 时 间 序 列 : 
St=0:0.001:0.001 * (2-8 一 1) 
(2) 构造 包含 两 种 频率 正弦 信号 的 离散 数据 组 : 
x=2xsin(2x pix40x*t) + 4x*sin(2* pix 90%t)s 

画 出 x 的 分 布 曲线 : 
> plot(x(1:120)); 

显然 ,数据 分 布 有 一 定 的 规律 性 ( 见 图 2. 11) 。 


0 20 40 60 80 100 120 
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(3) 给 x 和 加 一 个 噪声 ; 

> y=x+3*randn(size(t)); 
画 出 y 的 分 布 曲线 : 

> plot(y(1:120)); 
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0 20 40 60 80 100 I20 
图 2.12 


从 图 2. 12 中 很 难看 出 数据 分 布 的 规律 性 和 所 包含 的 频率 成 分 。 

(4) 对 数据 y 进行 傅 里 叶 变 换 , 并 绘制 其 功率 谱 密 度 曲线 : 

六 c= FastFouTran(a); % 应 用 程序 (2. 9) 完成 傅 里 叶 变 换 
> p=e. * conj(c); % 计算 功率 谱 密 度 

> plot(1000/256 * (0:99) ,p(1:100)/1000) % 绘制 功率 谱 密 度 曲线 


0 50 100 150 200 250 300 350 400 
图 2.13 


功率 谱 密度 曲线 在 40 和 90 处 有 两 个 尖峰 ,这 正 是 数据 中 包含 的 两 种 频率 ( 见 图 2. 13) 。 
5 一 
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2.7 物理 学 中 的 应 用 举例 


2.7.1 大 角度 振动 单 摆 的 周期 


鞠 衍 清 了 用 线性 插值 法 研究 了 单 押运 动 周期 。 这 里 对 其 主要 思路 进行 简单 介绍 。 
在 忽略 阻力 的 情况 下 , 单 摆 运 动 的 动力 学 方程 为 
ml =— mg sing (2. 128) 
式 中 ,m 为 摆 球 质量 ,! 为 摆 长 ,g 为 重力 加 速度 ,0 为 摆 角 。 在 小 摆 角 的 情况 下 , 可 以 利用 
sin(0) 0 的 近似 ,将 单 摆 的 运动 作为 简 谐 振动 来 研究 ,得 到 振动 周期 是 


T, =2r, /< (2. 129) 
8 


但 当 摆 角 较 大 (一 般 认 为 大 于 5”) 时 ,该 近似 便 不 适用 了 。 此 时 单 摆 的 振动 周期 必须 用 方程 式 
(2. 128) 的 精确 解 求 出 , 即 
r= 疆 | De (2. 130) 
™ 9 VI sin’ C0,/2) sin’G 
式 中 ,0 为 摆 角 0 的 幅 值 。 上 式 涉 及 第 一 类 椭圆 积分 ,由 于 被 积 函数 分 母 难以 处 理 , 因 而 积分 
不 易 求解 。 
如 果 能 找到 一 个 在 [0,x/2] 范围 内 与 式 (2. 130) 中 被 积 函数 分 母 比较 接近 的 简单 函数 ， 
则 积分 便 可 以 方便 地 求 出 。 为 了 方便 计算 , 令 &=sin(gu/2) ,f(0,k) 二 VI 一 启 sin'0, 则 式 
(2. 130) 改写 为 
=- 亚 


er Ey (2.131) 


通过 绘制 /(0,k) -0 交 久 发现 ,对 于 [0,x/2] 范 国内 指 不 同 ( 冯 不同 A) ,函数 (0,k) 是 一 个 
波浪 状 的 平滑 函数 ,并 且 随 着 0, 的 减 小 ,其 "波浪 ”的 起 伏 也 随 之 减 小 。 根 据 这 一 特性 ,可 以 用 
插值 法 , 针对 不 同 的 &, 用 一 条 直线 来 替代 曲线 /(0,k) 。 该 直线 通过 点 (0,1) 与 点 
(x/2,VI 一 大) ,方程 是 


7(0,0) =1— (1—a)0 (2.132) 


式 中 ,a 二 V1 一 让 一 cos(b 12) 。 将 式 (2. 132) 代入 式 (2. 131) 进行 积分 ,得 到 单 摆 振动 周期 的 
一 个 近似 公式 


lneos 
T=T, =T 2 


(2. 133 
soi 
“名 


数值 计算 结果 的 比较 表明 , 式 (2. 133) 是 精确 解 式 (2. 130) 的 一 个 很 好 的 近似 。 


中 攀 衍 清 .用 线性 插值 法 求 单 摆 运动 周期 的 近似 解 . 大 学 物理 , 2006，25(12): 32 一 34. 
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2.7.2 ”用 单 缝 衍射 方法 测量 波长 


花 世 群 ? 把 最 小 二 乘 函 数 拟 合 方法 应 用 于 单 颖 衍射 测量 光波 波长 实验 数据 的 处 理 ,显著 
提高 了 测量 结果 的 准确 度 。 
单 颖 衍射 图 样 的 光 强 分 布 为 


1(z)=1, (si (2. 134) 


式 中 ,wu 二 xzd/DA ,J 为 中 央 明 纹 中 心 的 强度 ,) 为 光波 波长 ,d 为 衍射 狭 缝 宽度 ,DD 为 狭 锋 到 
观察 屏 的 距离 ，z 为 观察 屏 上 的 位 置 坐标 。 设 zo 和 os 分 别 为 衍射 图 样 中 央 明 纹 两 侧 一 级 暗 
纹 中 心 的 位 置 坐标 , 则 中 央 明 纹 宽度 Ar 一 zoz 一 Tn, 并 且 


1 一人 ad (2.135) 


由 于 测量 系统 D 二 2 000mm ,误差 |AD|<< 2mm, 对 于 给 定 狭 颖 ,根据 上 式 来 测量 波长 的 关键 
是 如 何 提高 中 央 明 纹 宽度 Azu( 亦 即 zo, 和 roz) 的 测量 精度 ,难点 在 于 准确 定位 一 级 暗 纹 中 心 
的 位 置 ,为 此 采用 最 小 二 乘 拟 合 方法 处 理 测量 数据 。 

把 式 (2. 134) 中 的 正弦 函数 用 泰勒 级 数 展开 ,就 有 


ro 一 去 ( 吕 ) 二 名 (本 ) 一 | (2.136) 


由 上 式 可 知 , 衍 射 图 样 的 强度 分 布 曲线 在 衍射 条 纹 中 的 某 一 小 段 (如 暗 条 纹 中 心 附近 ) 内 与 抛 
物 线形 状 相似 ,因此 可 以 用 二 次 多 项 式 

f(z)=ao tax + ar’ (2. 137) 
对 式 (2. 136) 所 表示 的 同一 段 衍射 条 纹 强 度 分 布 进行 拟 合 。 

设 实验 在 等 精度 情况 下 测量 ,观察 屏 上 第 一 级 衍射 暗 条 纹 中 心 附 近 强度 分 布 的 测量 数据 
为 (xis) (Gi 二 1,2,…,N) , 则 利用 最 小 二 乘法 原理 ,用 多 项 式 (2.137) 对 衍射 暗 条 纹 中 心 附 
近 的 强度 分 布 进行 拟 合 ,得 出 多 项 式 (2. 137) 中 的 三 个 系数 ao ,a 和 as。 若 观察 屏 上 暗 条 纹 中 
心 的 位 置 为 zo, 则 有 [df (xz) /dz],-:, =0, 由 式 (2.137) 得 到 


zo = 一 5 (2.138) 
测量 数据 见 表 2. 13。 
表 2.13 
左 有 
I,/mm 1./ 格 zi/ mm 1./ 格 
17.40 75 30.00 126 
17.60 37 30.20 69 
17.80 16 30.40 36 
18.00 14 30.60 21 


中 花 世 群 . 最 小 二 乘法 在 单反 衍射 测 波 长 中 的 应 用 . 大 学 物理 , 2005, 24(2): 40 -42. 
-= 一 
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续 表 
左 右 
xz/mm TV/ 格 /mm 工 / 格 
18.20 33 30. 80 25 
18. 40 73 31.00 42 
18. 60 140 31.20 70 


用 曲线 拟 合 , 得 出 中 央 明 纹 左 侧 和 右 侧 一 级 衍射 暗 条 纹 中 心 所 在 处 的 光 强度 分 布 分 别 是 
/1(z)=83 187 一 9 292. 1z + 259. 52z* 
f:(x)=21] 008 一 13 752.7z 十 224. 11z: 
再 根据 式 (2. 138) 分 别 计算 一 级 暗 条 纹 中 心 坐 标 zw 和 zxos 及 中 央 明 纹 宽度 Azu, 代入 式 
(2. 135) 计算 波长 测量 值 X ,与 理论 值 hv =6.328 X 10 “mm 相 比较 计算 百 分 差 已 。 数 据 处 理 
结果 见 表 2. 14( 狭 缝 宽度 d 一 0.918mm) 。 
表 2.14 


数据 处 理 方法 MGI0 mm)| E,/(%) 
非 最 小 二 乘法 


最 小 二 乘法 17.9 30.7 12.8 6.3 土 0.1 0.4 


12.6 | 6.2 士 0.2 2.0 


两 种 数据 处 理 结果 的 比较 表明 ,测量 结果 的 百 分 差 相差 一 个 数量 级 ,说 明 用 最 小 二 乘法 对 
衍射 暗 条 纹 进行 曲线 拟 合 ,能够 精确 定位 暗 条 纹 中 心 的 位 置 ,显著 提高 测量 精度 。 


2.7.3 金属 电阻 温度 系数 的 测量 


物质 的 电阻 随 温度 变化 。 对 于 金属 ,温度 在 一 定 范围 内 升 高 时 电阻 增 大 。 电 阻 与 温度 的 
关系 通常 用 下 列 经 验 公 式 表 示 : 


R,=Ro(l+at+RBe + 十 …) (2. 139) 

式 中 ,R, 和 RR。 分 别 是 温度 为 :('C) 和 0TC 时 的 电阻 值 ,a,8,Y 分 别 是 一 ,二 ,三 级 电阻 温度 系 
数 。 纯 金属 在 温度 不 太 高 时 ,电阻 和 温度 的 关系 近似 为 线性 , 即 

R,=R,(]+at) (2. 140) 


只 要 测量 出 不 同 温度 时 的 电阻 值 ,用 作 图 法 或 最 小 二 乘 直线 拟 合法 求 出 直线 的 截 距 R, 和 斜率 
K 二 Roa, 就 可 以 计算 出 电阻 的 温度 系数 


= 站 (2.141) 
某 次 实验 的 测量 数据 见 表 2. 15。 
表 2.15 
-= 
uC | 83.9 74.8 66.5 57.9 | 48.6 40.1 33.8 | 26.5 
R/Q |0.4671 | 0.4523 | 0.4403 0.428 3 | 0.4155 | 0.4095 0.3934 | 0.3825 
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程序 (2. 10) ”计算 电阻 温度 系数 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :根据 温度 和 电阻 的 测量 数据 (4,,R,) (Gi 一 1,2,…,8) ,用 最 小 二 乘法 拟 合 直线 
RR=Kz 十 Ro ,并 计算 电阻 温度 系数 a。 

x= [83.9, 74.8, 66.5, 57.9, 48.6, 40.1, 33.8, 26.5]; 

y= [0.4671, 0.4523, 0.4403, 0. 4283, 0. 4155, 0.4095, 0.3934, 0. 3825]; 

xm = mean(x); 

ym = mean(y)s 

sx = (x— xm) # (x— xm)'s 

sy 一 (y 一 ym)w(x 一 xm) 

K = sy/sxt 

RO0= ym—K. *xm 

ala = K/RO 


运行 程序 的 输出 结果 如 下 : 
Ro =0. 3468 
alla 一 0. 004103 
即 Ru =0.346 8Q,a 一 4.103X10 /CC。 


2.7.4 菲 涅 尔 衍射 向 夫 琅 禾 费 衍射 的 过 渡 


在 如 图 2. 14 所 示 的 单 色光 衍射 系统 中 ,5O7 平面 是 衍射 屏 所 在 平面 ,xoy 平面 是 观察 屏 所 
在 平面 ,两 个 平面 相互 平行 。 直 角 坐 标 系 0 和 ozy 对 应 坐标 轴 相互 平行 ,两 坐标 原点 连 线 与 
两 坐标 平面 垂直 ,长 度 为 =。 一 东单 色光 从 衍射 屏 的 左边 照射 衍射 屏 , 透 过 衍射 屏 的 光 场 复 振 
幅 为 UC(&,7) ,根据 瑞 利 - 索 末 菲 衍射 公式 ,观察 屏 上 的 光 场 复 振幅 是 


Wy y 
{5 ] 


Uz,y) 一 Fly (€,7) 一 一 dédn (2. 142) 
3 


式 中 ,rn 一 V2 十 (zx 一 各? 十 Oy 一 7) ,j= 一 V 一 1,k 一 2x/4,4 是 光波 波长 。 在 菲 涅 耳 近 似 条 件 
满足 时 , 即 一 > pi [Cr 一 各 ?十 (一 7D)*]%， 式 (2.142) 简化 为 菲 涅 耳 衍射 公式 
Uy = 三 [5 OU"G:7D)exp| 关 [一 9 + -I) dedy (2. 143) 


如 果 还 满足 更 强 的 夫 琅 禾 费 近 似 , 即 = 六 和 (人 十 天) mx/2, 式 (2.143) 又 简化 为 夫 琅 禾 费 衍射 
一 57 一 
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公式 
exp(jkz) exp 其 (z* | 2 
Ulz,y)= 这 让 UD (em exp[—i 畴 e+ yn) ] dsdn 
(2.144) 
观察 屏 上 的 光 强 度 分 布 为 
T(z,y)= |UCz,y) | (2. 145) 
若 单位 振幅 的 平行 光 垂直 照射 衍射 屏 ,并 且 衍射 屏 的 复 振幅 透 过 率 是 
zt,7) 一 上 (6) (2. 146) 


则 透 过 衍射 屏 的 光波 复 振幅 为 U“ (8 ,7) 二 +(€) 。 此 时 菲 涅 耳 衍 射 公式 (2. 143) 简化 为 
U(z)=P (ke+a/4)) 。 xp( 和 地) 六 wi exp( 竹 - -je 2xj( 世 )e ed4e= 


jV 和 
2 exp( 禾 - )F [i exp( 竹 )} bs (2.147) 


其 中 ,F {&(6) ) | ，，。 ， 表 示 函 数 & (8) 的 信里 叶 变换 函数 G0 ) 在 /一 z/ Oe) 处 的 值 。 夫 涩 
禾 费 衍射 公式 (2. 144) 简化 为 
Ulz,y) = -i exp dk) exp (1 ) ceexp[- 27j( 熙 )e] = 


i 
一 Bo) explke) exp (SE)F tu} | (2.148) 
如 果 衍 射 屏 是 宽度 为 w 的 狭 颖 , 即 
él (del<w2) 
8) =rect( 志 ) { Ce (2.149) 
则 非 涅 尔 衍射 的 复 振幅 分 布 为 
UCz) = +n/4) ) expfitz rect( ) exp(: 答 )exp[- 2xj s] = 
jv (EE ) il) 
wexp(j (kz x/4)) 过 z ,NW 
| exp( SE a i )} 本 ay G.150) 
强度 分 布 为 
102) = | Flrect(e) expGnse’) ) ran (2.151) 
其 中 
本 《2.152) 
Mr 


观察 屏 上 的 强度 分 布 与 reet($) exp(jrs6*) 的 傅 里 叶 变换 有 关 。 对 于 夫 琅 禾 费 衍射 ,观察 屏 上 
强度 与 坐标 zx 的 关系 是 


T(z)=w |F {rect(€) } | /mer (2. 153) 
式 (2. 151) 和 式 (2. 153) 中 傅 里 叶 变 换 的 频率 /与 观察 屏 上 坐标 zx 的 关系 是 
择 = 工 (2.154) 
zs 


= 
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及 着 参数 :的 玻 小 (对 于 


定 的 邓 和 》 ,对 应 于 :的 增 大 ). 式 (2.1 
3) 描述 的 夫 现 不 费 衍射 强度 分 布 


51) 描述 的 菲 涅 尔 衍射 的 强度 
nh 衍射 从 菲 涅 尔 衍射 区 过 渡 


1, 取 不 同 的 值 , 应 用 快速 傅 里 叶 变换 算法 和 程序 ,完成 式 (2. 151) 中 的 传 里 叶 


变换 ,并 计算 观察 屏 上 的 归 一 化 强度 分 布 , 分 析 菲 涅 尔 衍射 区 与 夫 琅 禾 费 衍 射 区 之 间 的 过 渡 区 
所 对 应 的 参数 s 的 近似 值 。 图 2. 15 给 出 了 计算 结果 ,图 中 的 纵 坐 标 是 观察 屏 上 的 归 一 化 强度 ， 
横 坐 标 是 衍射 光 的 频率 二 wr / Gz) 。 从 图 中 强度 分 布 .可 以 总 结 出 表 2. 16 的 数据 。 
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表 2.16 
图 号 5 Viz/w I z fo Zo 
(9) 10 3.16 2 20 2 20 
(b) 10" 1.00 2 2.0 3 3.0 
(©) 10 0.316 5 0.5 10 1.0 
(d) 10? 0.10 50 0.5 66 0.66 
Ce) 10 | 0.0316 500 0.5 550 0.55 
(人 10* 0.01 5 000 0.5 6 000 0.6 


在 表 2. 16 中 ,/。 是 归 一 化 强度 有 较 大 值 时 频率 了 的 上 限 ,zw 是 归 一 化 强度 有 较 大 值 时 观 
察 屏 上 空间 坐标 x 的 上 限 ,f。 是 归 一 化 强度 不 等 于 零 处 的 上 限 ,zx。 是 归 一 化 强度 不 等 于 零 
处 工 的 上 限 。 分 析 表 中 数据 ,可 得 以 下 结论 

(1) 当 s 二 10° 时 , 随 着 * 的 减 小 ( 即 V /we 增 大 ,相当 于 观察 屏 到 衍射 屏 的 距离 越 来 越 
远 ) ,观察 屏 上 归 一 化 强度 有 较 大 值 的 衍射 光 频率 上 限 /。 基本 不 变 (计算 发 现 , 当 5* 一 10… 时， 
J 确实 不 变 ), 说 明 能 够 到 达 衍射 屏 上 的 衍射 光波 频率 的 最 高 值 保持 不 变 。 结 合 / = 
rer/(z) 可 得 ,此 时 随 着 观察 屏 的 远离 ,观察 屏 上 的 衍射 图 样 等 比例 放大 ,但 强度 分 布 保持 不 
变 , 这 就 是 夫 琅 禾 费 衍射 。 

(2) 当 * 二 10 时 , 随 着 * 的 增 大 ( 即 VMz /ae 减 小 ,相当 于 观察 屏 非 常 靠近 衍射 屏 并 且 越 来 
越 近 ) ,观察 屏 上 归 一 化 强度 有 较 大 值 的 衍射 光 频 率 上 限 f, 急骤 增 大 ,并 且 衍射 屏 上 强度 分 布 
在 大 范围 内 快速 振荡 ,计算 结果 不 稳定 。 这 说 明 菲 涅 耳 衍射 积分 已 经 不 能 给 出 合理 结果 ,应 当 
应 用 其 他 衍射 理论 来 分 析 。 

(3) 在 10 ”一 10; 范围 内 , 随 着 * 的 增 大 ( 即 Vjz /ww 减少 ,相当 于 观察 屏 到 衍射 屏 的 距离 越 
来 越 近 ) ,观察 屏 上 归 一 化 强度 有 较 大 值 的 衍射 光 频 率 上 限 /, 迅速 增 大 ,说 明 能 够 到 达观 察 屏 
上 的 衍射 光波 中 频率 较 高 的 分 量 快 速 增多 。 反 过 来 说 , 随 着 VMz /ze 的 增 大 ( 即 观察 屏 到 衍射 
屏 的 距离 越 来 越 远 ) ,能 够 到 达观 察 屏 上 的 光波 中 频率 较 高 的 分 量 快速 减少 , 即 衍射 光 中 的 高 
频 分 量 随 着 传播 迅速 训 减 , 这 就 是 修 失 波 。 可 以 认为 , 10? > 二 10'( 对 应 0.031 6 一 
VX /w 二 0.316) 是 菲 涅 尔 衍射 区 ,10! > s > 10"( 对 应 0. 316 过 YVR/w 过 1) 是 从 菲 涅 尔 衍 
射 区 向 夫 琅 禾 费 衍射 区 的 过 渡 区 。 


习 题 
1. 给 出 测量 数据 (0. 00,1. 00),(1. 00,5. 00),(2.00,3. 00),(3.00,6. 00) 的 四 个 三 次 拉 格 
朗 日 插值 基 函 数 ， 
2. 设 7Gz) 一 sinz, 问 插值 区 间 应 取 多 大 才能 保证 线性 插值 的 误差 不 大 于 二 X10“。 


3. 根据 V27 二 3,V64 二 4,V125 一 5, 构 造 二 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ,并 计算 V100 的 近似 
值 ,估计 近似 值 的 误差 限 并 与 实际 误差 比较 。 
60— 
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4. 用 表 2. 17 给 出 的 数据 ,由 四 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 求 出 x 二 98 处 函数 的 近似 值 , 并 确 
定 其 误差 限 。 


表 2.17 
EE 93.0 96.0 100.0 104.2 108.7 
fz) 11.38 12.80 14.70 | 17.07 | 19.91 


5. 设 z,(i 二 0,1,…,n) 为 互 异 节点 ,证 明 拉 格 朗 日 插值 基 函 数 1,(z) 具有 以 下 性 质 ， 


WDD OD) = (k=0,1,0 ,0) 。 


6. 试 推 导 等 号 节 点 条 件 下 的 拉 格 妆 日 插值 公式 及 其 余 项 表达 式 。 


7. 给 出 下 列 函数 表 ( 见 表 2.18)。(1) 作出 差 商 表 ; (2) 写 出 牛顿 择 值 多 项 式 ; (3) 计 
算 Ns(1.2)。 


表 2.18 
0 1 2 3 
Ts 一 1.00 2.00 | 3.00 4. 00 
f(x) 3.00 5.00 7.00 5.00 
8. 已 知 数据 表 ( 见 表 2. 19) : 
表 2.19 
ED 0 1 2 3 
fr) 1 2 17 64 


应 用 等 距 节点 的 牛顿 插值 公式 分 别 计算 x 二 0.5 和 工 一 2.5 时 的 函数 近似 值 。 
9. 给 出 下 列 数据 ( 见 表 2. 20) 。 对 数据 进行 线性 拟 合 ,并 计算 均 方 误差 。 


表 2.20 
x, 一 00 Ws 50 0. 00 0.25 
f(z) 0.22 0.80 2.00 2.50 
10. 给 出 下 列 数据 ( 见 表 2. 21): 
表 2.21 
Zi 4.0 4.2 4.5 起 全 5.1 5.5 5.9 6.3 Te 
Cr 102. 56 | 113.18 | 130. 11 | 142.05 | 167. 53 | 195. 14 | 224.87 | 256.73 | 299. 50 | 326.72 


分 别 求 出 函数 f(z) 的 形 如 ao 十 az 十 asz: 和 ar’ 的 最 小 二 乘 拟 合 公式 。 
11. 设 一 发 射 源 的 发 射 强度 公式 为 1 二 Tue“ , 现 测 得 一 组 数据 如 下 ( 见 表 2. 22) : 


和 
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表 2.22 
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 
3.16 2.38 | 1.75 1.34 1.00 0.74 0.56 


试用 最 小 二 乘法 确定 强度 公式 中 的 参数 J。 和 a。 

12. 胡 克 定律 指出 二 kz ,其 中 下 是 弹簧 上 的 弹性 力 (单位 为 N),z 是 弹簧 的 伸 长 量 (单位 
为 m) ,是 弹簧 的 偶 强 系数 (单位 为 NMm)。 根 据 下 列 两 组 数据 ( 见 表 2. 23 和 表 2. 24) ,分 别 求 
解 弹簧 的 个 强 系数 人 的 值 。 


ER | 0.02 | 0.04 0.06 | 0.08 0.10 


F, 5.3 10.6 15.9 21.2 26.4 


13. 自由 落体 的 运动 方程 是 4 一 二 gx? ,其 中 4 表示 物体 下 落 距离 (单位 为 m),t 表 示 物 体 自 


由 下 落 时 间 ( 单 位 为 s),g 表示 当地 的 重力 加 速度 (单位 为 m/s*)。 根 据 下 面 测 量 数 据 ( 见 表 
2.25) ,计算 当地 的 重力 加 速度 。 


表 2.25 
& 0.200 0. 400 0. 600 0. 800 1.000 
d, | 0.1960 0.7835 1.763 0 3.134 5 4.897 5 


14. 一 小 灯泡 上 电压 和 电流 的 测量 值 如 下 ( 见 表 2. 26) : 
表 2.26 


U/V | 0.00 | 0.50 | 1.00 | 1.50 2.00 | 2.50 | ao 3.50 | 4.00 | 4.50 | 5.00 


27.5 


I/mA | 0.0 


35.2 | 43.3 | 51.2 | 56.1 | 63.2 | 70.2 | 76.3 | 81.9 | 86.9 


试用 最 小 二 乘 多 项 式 拟 合 方法 确定 均 方 误差 最 小 ,次 数 最 低 的 U -1 多 项 式 关系 函数 。 
15. 九 大 行星 到 太阳 的 距离 及 它们 以 天 为 单位 的 恒星 周期 如 下 ( 见 表 2. 27): 


家 一 
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表 2.27 

行星 距离 /(km X 10*) 恒星 周期 /天 
水 星 57.59 87.99 
金星 108.11 224.70 
地 球 149.57 365. 26 
火星 227.84 686. 98 
木星 778. 14 4 332.4 
土星 1 427.0 10 759 
天 王 星 2 870.3 30 684 
海王 星 4 499.9 60 188 
冥王 星 5 909.0 90 710 


用 它们 拟 合 行星 第 三 运动 定律 的 最 小 二 乘 寡 函数 拟 合 曲线 > 一 Cr 。 
16. 一 单 摆 的 悬 线 长 度 /二 1.500m, 当 它 作 大 幅度 摆动 时 , 测 得 其 角 振动 幅度 0。( 单 位 为 
()) 与 振动 周期 T( 单 位 为 s) 的 数据 关系 如 下 ( 见 表 2. 28): 
表 2.28 


ol 3 


2.458 22|2. 458 36|2.458 60|2. 458 92|2. 459 35|2. 459 86 |2.460 47|2.461 18|2.461 97|2. 462 87 


(1) 选用 0, 二 1,3,5 的 数据 ,应 用 插值 法 ,建立 工 与 0。 的 二 次 多 项 式 关系 ; 

(2) 选用 0。 =1,3,5,7,9 的 数据 ,应 用 最 小 二 乘 多 项 式 拟 合 方法 ,建立 TT 与 9, 的 二 次 多 项 
式 关系 ; 

(3) 利用 全 部 数据 ,应 用 最 小 二 乘 多 项 式 拟 合 方法 ,建立 工 与 0。 的 三 次 多 项 式 关系 ; 

(4) 根据 以 上 三 个 多 项 式 ,分 别 确定 单 摆 小 角度 振动 时 的 周期 ,并 据 此 计算 当地 的 重力 加 
速度 。 

17. 测 得 一 个 连续 信号 的 一 组 数据 a={4, 3, 2, 1, 0, 1. 2, 3) ,用 FFT 算 法 计算 其 离散 
频谱 c。 

18. 已 知 方 波 的 一 组 数据 : 

r={0.0, 0.1, 0.2, 0.3，…，2.0}， 

y={0, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0} 
用 快速 傅 里 叶 变 换 和 逆 变 换 对 这 组 数据 进行 处 理 , 画 出 图 形 , 分 析 其 频谱 特点 ,并 探讨 原 方 波 
图 形 与 傅 里 叶 逆 变换 数据 图 形 的 关系 。 
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微分 描述 函数 的 变化 ,积分 反映 函数 的 积累 ,微分 和 积分 既是 物理 学 的 理论 基础 ,也 是 物 
理学 理论 的 组 成 部 分 ,因为 许多 物理 学 定律 和 物理 过 程 (如 牛顿 第 二 定律 .哈密 顿 正则 方程 . 热 
力学 第 一 定律 , 费 马 原理 ,麦克 斯 韦 电磁 场 方程 组 、 苹 定 词 方程 , 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 , 交 姆 震 
斯 方程 .扩散 过 程 、 波 动 过 程 等 ) 的 数学 表达 式 本 身 就 是 微分 方程 或 积分 方程 ,估计 这 也 是 牛 
顿 建立 微 积分 理论 的 客观 原因 之 一 。 物 理学 中 许多 变化 率 的 计算 (如 根据 位 移 计算 速度 ,根据 
速度 计算 加 速度 ,根据 功 计算 功率 、. 根 据 电势 计算 电场 强度 .根据 磁 通 量 计算 感应 电动 势 等 ) 
都 涉及 微分 运算 ,而 与 之 相反 的 计算 过 程 ( 如 路 程 . 功 、 转 动 惯量 、 光 程 .电场 强度 、 磁 感应 强度 
等 ) 自然 用 到 了 积分 。 从 数学 上 看 ,微分 是 求解 导数 函数 的 过 程 ,积分 是 求解 原 函 数 的 过 程 ， 
用 代数 方法 完成 这 两 个 过 程 有 时 会 非常 复杂 ,甚至 根本 不 可 能 ,更 何况 计算 以 数据 形式 给 出 的 
函数 的 微分 与 积分 。 因 此 ,研究 函数 微分 和 积分 的 数值 计算 方法 ,不仅 有 助 于 物理 学 理论 的 发 
展 ,也 能 推动 物理 学 理论 的 应 用 。 本 章 介绍 数值 积分 的 插值 型 方法 (牛顿 - 柯 特 斯 方法 、 复 化 求 
积 方法 ) 、 龙 贝 格 方法 和 数值 微分 的 差 商 方法 、 理 查 森 外 推 法 及 插值 型 方法 ,最 后 给 出 这 些 方法 
在 物理 学 中 应 用 的 几 个 例子 。 


3.1 数值 积分 概述 


在 数学 上 ,一般 利 用 牛顿 - 莱 布 尼 兹 (Newton- Leibniz) 公式 
ID=| reodz=Fw) 一 Few 


计算 函数 /(z) 在 区 间 [a,5] 上 的 积分 。 这 里 ,函数 F(x) 是 被 积 函 数 f(x) 的 原 函 数 , 即 
(xz) 二 f(x) 。 但 由 于 被 积 函 数 的 原 函 数 往往 难以 得 出 或 比较 复杂 ,采用 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 
计算 积分 可 能 不 方便 ,因此 有 必要 研究 定 积分 的 数值 计算 方法 。 

所 谓 数值 积分 就 是 用 一 个 容易 计算 的 积分 来 近似 原 积分 。 常 常 首 先 考虑 用 一 个 容易 计算 


积分 的 函数 来 近似 被 积 函 数 ,使 积分 转化 为 一 个 简单 积分 ,这 也 叫 作 近 似 积分 。 由 积分 中 值 定 
理 可 知 ,如 果 函 数 (x) 在 积分 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 在 [a, 们 内 存在 一 点 ,使 站 f(z) dz = 


/( (一 成立。 又 根据 定 积分 的 定义 /x) dz 一 lim ,> 7(6) Ar 可 知 , 定 积 分 是 求 和 


的 极限 值 ,显然 可 以 把 有 限 项 的 和 作为 定 积分 的 近似 值 。 
定义 (3.1) 数值 求 积 方 法 是 指 ， 在 积分 区 间 [ae, 习 上 适当 地 选取 一 些 点 
,i 二 0,1,…,n) ,用 被 积 函 数 在 这 些 点 处 值 f(x;) (i 一 0,1,…,n) 的 加 权 平 均 得 到 f (&) , 结 


(7) dr 二/(&) (6 一 a) .构造 出 求 积 公式 


合 公式 | 


= 二 
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「redz= FA) (3.D 


通常 称 这 种 近似 求 积 方法 为 机 械 求 积 法 。 其 中 ,A 称 为 求 积 系数 (或 积分 系数 ) , 它 是 与 被 积 
函数 f(z) 无 关 的 常数 ;zi (i 二 0,1,…,n) 称 为 积分 节点 ;公式 (3. 1) 右边 的 和 式 


QLA= BAS) (3.2) 
称 为 求 积 公式 ;而 光 
R[ 门 =| /ds — DA (3.3) 
称 为 求 积 公式 的 余 项 这样 的 求 积 公式 也 记 为 。 
I[/]=Q[/]+R[/] (3.4) 


数值 积分 就 是 用 被 积 函数 在 积分 区 间 内 一 些 离散 节点 处 值 的 线性 组 合 来 计算 积分 的 近似 
值 ,把 定 积分 的 计算 转化 为 函数 值 的 计算 ,从 而 避免 了 应 用 牛顿 - 莱 布 尼 交 公式 需要 求 原 函 数 
的 困难 ,并 为 借助 计算 机 计算 积分 的 近似 值 提供 了 简便 可 行 的 途径 。 

为 了 描述 数值 求 积 公 式 的 近似 程度 ,引入 代数 精度 的 概念 。 

定义 (3.2) ”如果 数值 求 积 公式 (3. 2) 对 于 次 数 不 超 过 m 的 所 有 代数 多 项 式 都 精确 成 立 ， 
而 对 某 一 个 m 十 1 次 代数 多 项 式 不 精确 成 立 , 则 称 该 数值 求 积 公 式 具 有 m 次 代数 精度 。 

用 定义 (3.2) 直接 判定 数值 求 积 公 式 的 代数 精度 是 不 易 操作 的 。 依 据 多 项 式 的 性 质 和 定 
积分 的 特点 ,可 以 证 明定 义 (3. 2) 等 价 于 :要 使 数值 求 积 公式 (3.2) 具有 叉 次 代数 精度 ,必须 使 
它 对 于 被 积 函 数 /(z) 三 1,7 ,x ，,…,x” 都 精确 成 立 , 即 要 求 

1 


At 一 有 HT 一 ao k=0,1e sm) (3.5) 


上 式 包括 区 十 1 个 公式 ,包含 n 十 1 个 节点 工 ,及 nn 十 1 个 积分 系数 A, 。 如 果 事 先 选 定 了 xz, ,并 
且 取 w=n, 则 由 上 式 可 以 求 出 A,, 从 而 使 求 积 公式 至 少 具有 次 代数 精度 。 由 此 可 见 , 构 造 数 
值 求 积 公式 实际 上 是 求 x; 与 A; 的 代数 问题 。 
显然 , 求 积 公式 的 代数 精度 越 高 ,就 能 对 越 多 的 被 积 函数 准确 成 立 , 求 积 公 式 就 具有 更 高 
的 应 用 价值 。 
例 3.1 设 求 积 公式 
[fa of D+ oO + of 0) 


试 确定 系数 wo ,wo 和 ws ,使 求 积 公式 的 代数 精度 最 高 ,并 指出 公式 的 实际 代数 精度 。 
解 。 令 求 积 公式 对 被 积 函数 /(z) 一 1,z,z 都 精确 成 立 , 得 到 系数 w ,wo, 和 ws: 满足 的 线 
性 方程 组 


w+w+w=| ,1d —2 
， 
-w+w=| ,zdr=0 


2 


| za 了 


mh 
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因此 求 积 公式 是 

| repdz= 于 rcCD+ 寺 /DO+ 了 1a) 

对 于 函数 /(z) 二 x ,上 述 积分 公式 给 出 

二 CD + 二 0 + 二 =o=| =dz 

显然 积分 成 立 。 但 当 取 函数 f(r) 二 x* 时 ,有 
过 ,3 
于 玫 D'+ 条 (0 十 村 GD 一 对 产 | atar 

积分 公式 不 成 立 。 因 此 ,积分 公式 实际 具有 三 次 代数 精度 。 


3.2 插值 型 求 积 公式 


定义 (3.3) ”在 积分 区 间 [a,b] 上 选取 插值 节点 ,Gi 二 0,1,…,n) ,满足 
a=z0 <T<" z=b 
当 被 积 函数 /(z) 在 插值 节点 rz,G 一 0,1,…,z) 处 的 值 f(z) (i 二 0,1,… ,nn) 已 知 时 ,就 可 以 


构造 插值 函数 p(x) ,用 p(x) 代 蔡 被 积 函数 (zx) 来 近似 计算 积分 , 亦 即 以 | p(x) dz 作为 
用 A en dz 的 近似 值 。 这 样 构造 出 的 求 积 公式 


QI= pw d= DA (3.6) 
称 为 插值 型 求 积 公式 。 
若 采用 拉 格 朗 日 插值 公式 ,有 
f(z)=L, (7)+R, (zx) (3.7) 
式 中 , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 L, (zx) 及 其 余 项 R, (x) 分 别 是 


[0)= Dh Sr) 


_ 
R,(z) = 嫩 介 Tec- (人 Eda'b) ) 


其 中 ,插值 基 函 数 
= 工作 2 A my lin) 


(Cr 一 ze) 
人 


对 插值 基 函 数 /, (zx) 积分 就 得 到 求 积 系数 


4=[ r= IIt FTE) qr GG=0,1,,n) (3.8) 


5 {x = £4) 


由 插值 余 项 公式 可 得 插值 型 求 积 公式 的 余 项 是 
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ectb (8) 下 
R.[ 门 =| R(x) dr= em (3.9) 


对 于 插值 型 求 积 公 式 Q， [= BA) , 当 被 积 函数 f(x) 是 次 数 不 高 于 n 的 代数 多 项 


式 时 ,由 于 "(zx) 三 0, 所 以 求 积 公式 的 余 项 R,[ 门 二 0, 即 多 项 式 插值 型 求 积 公 式 (3. 6) 对 
任何 次 数 不 超 过 次 的 代数 多 项 式 被 积 函数 均 精确 成 立 ,所 以 含有 nn 十 1 个 节点 的 多 项 式 插值 
型 求 积 公 式 至 少 具有 次 代数 精度 。 


定理 (3.1) ” 形 如 1 一 DA ez) 的 求 积 公 式 至 少 有 n 次 代数 精度 的 充分 必要 条 件 是 它 


是 多 项 式 插值 型 的 。 
当 f(x) 二 1 时 ,插值 型 求 积 公式 (3. 6) 也 精确 成 立 , 因 而 有 


即 插值 型 求 积 公 式 所 有 积分 系数 的 和 等 于 积分 区 间 的 长 度 。 


3.3 牛顿 - 柯 特 斯 积分 公式 


牛顿 - 柯 特 斯 (Newton-Cotes) 求 积 公式 就 是 等 距 节点 情况 下 的 多 项 式 插值 型 求 积 公式 。 

定义 (3.4) ”对 积分 区 间 [a,6] 进行 n 等 分 , 步 长 h=(6 一 a) /n, 积 分 节点 是 等 距 节 点 zx, 一 
4 十 读 (i 三 0,1,…*,n) , 且 积分 节点 处 的 被 积 函 数值 fz,) Gi 二 0,1,…,n) 已 知 , 则 以 这 些 积分 
节点 为 插值 节点 建立 的 插值 型 求 积 公式 就 是 阶 牛 顿 - 柯 特 斯 积分 公式 , 记 为 N -C 公式 。 
它 是 


LL/]=06—a) 六 cpydz) (3.10) 
其 中 , 柯 特 斯 系数 是 


-zs 上 (ES) 


为 了 简化 公式 , 作 变 换 工 一 < 十 闷 , 则 有 
dr=hds, zi—z=0—))h, zz=G—Dh GQ=0,1,,n) 


Je= 
i 


从 而 


Cm = 


i ti 


Sd 
ee He Gi=0,1,. (3.11) 


显然 , 柯 特 斯 系数 C;” 只 与 a 和 i 有 关 , 而 与 wb 及 被 积 函数 (x) 无 关 , 因 此 可 以 单独 计算 出 
并 制 成 表格 ( 见 表 3. 1) ,以 便 需 要 时 查 用 。 

下 面 给 出 几 种 常用 的 低 阶 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 。 

1. 梯形 公式 

当 nn 一 1 时 ,zxo 一 ayzi 一 0, 由 式 (3.11) 或 表 3. 1 可 得 柯 特 斯 系数 为 


ep cs 
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1 


= 去，C! = 也 


于 是 
[war D+] 


称 为 梯形 求 积 公式 ,简称 梯形 公式 , 记 作 


TI= 妃 [rw 二 do)] (3.12) 
表 3.1 
GE 一 0 nn) 
ep 
0 1 2 3 4 5 6 7 
1 1 
: 也 
| 
1 EE 1 
8 6 6 6 
和 3 3 于 
a 8 8 8 8 
ny 7 16 和 2 16 
90 45 15 45 90 
5 19 25 25 25 25 19 
288 96 144 144 96 288 
6 41 9 9 34 9 9 41 
840 35 280 105 280 35 840 
7 751 3577 1 323 2 989 2 989 1 323 3577 751 
17 280 17 280 17 280 17 280 17 280 17 280 17 280 17 280 


的 面积 。 


JAD) 


四 
图 3.1 
2. 辛普森 公式 
当 nn 二 2 时 ,插值 节点 是 x。 一 az 二 (a 十 5) /2,zx 一 5b, 由 公式 (3.11) 或 表 3. 1 可 得 柯 特 
斯 系数 为 


= 生生 
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于 是 


a+b 


[war~ [7 +r( 4 )+rw] 
称 为 辛普森 (Simpson) 公式 (或 抛物 线 公 式 ) , 记 作 
s01=25s [0 +4 (Se) +0 | (3.13) 
其 几何 意义 是 ,用 抛物 线 下 边 的 面积 去 近似 曲线 下 边 的 面积 ,如 图 3. 2 所 示 。 
3. 柯 特 斯 公式 
当 =4 时 ,牛顿 - 柯 特 斯 积分 公式 (3. 10) 表示 为 


和 
fr dr /e+ 32 rd) + 12 67) + 32f 07) + 7 (er) ] 


其 中 ,zx = 二 a 十 i(b 一 a) /4(i==0,1,2,3,4) 。 上 式 称 为 柯 特 斯 公式 , 记 作 


ccm= 妃 ? [7f (zx0)+32f C7) + 12f(r2)+ 32f (73)+7f (zx)] (3.14) 


例 3.2 试用 梯形 公式 ,辛普森 公式 和 柯 特 斯 公式 分 别 计算 积分 ,VFdz( 结 果 取 5 位 有 


效 数字 )。 
解 ”用 梯形 公式 (3.12) 计算 可 得 


[vide ~ (V05 +VT)=0.426 78 
用 辛普森 公式 (3. 13) 计算 可 得 
| Vedr ~ VS +440 +VT)=0.430 93 
用 柯 特 斯 公式 (3. 14) 计算 可 得 
『 Vidr ~ 0a(7 0.5 十 32V0.625 十 12V0.75 十 32V0.875 +7Vi)=0.430 96 


积分 的 准确 值 是 


ri 


| Vzdr 一 也 + =0. 430 96 


显然 ,从 梯形 公式 ,辛普森 公式 到 柯 特 斯 公式 ,计算 精度 依次 提高 。 

牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 的 余 项 仍 由 式 (3.9) 表示 。 常 用 的 低 阶 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公 式 
梯形 公式 ,辛普森 公式 和 柯 特 斯 公式 的 余 项 分 别 由 下 列 几 个 定理 给 出 。 

定理 (3.2) ” 设 函 数 /(z) 在 区 间 [a,b] 上 具有 二 阶 连续 导数 , 则 梯形 公式 (3.12) 的 余 
项 为 

Rr/ ED (yh) (3.15) 
证 明 ”在 余 项 公式 (3.9) 中 , 令 n=1, 得 到 梯形 公式 的 余 项 为 
Rr[ 门 -| TY G0 (rb) dr (a<ée<h) 


由 于 (zx 一 a) (x 一 6b) 在 区 间 [a,] 上 恒 为 负 ,/”(z) 在 [a, 拉 上 连续 ,由 积分 中 值 定 理 , 存在 
和 
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7Ela,b) ,使 
Rr ce -bdr=— LD 
定理 (3.3) ” 设 函 数 fr) 在 区 间 [a,b] 上 具有 连续 的 四 阶 导 数 , 则 辛普森 公式 (3. 13) 的 


余 项 为 


-as cb， 1 /ba pa 
Re[f]=—™ of" = 页 了 于) Je GD) <y<h) 3.160) 


定理 (3.4) ” 设 函数 /(z) 在 区 间 [a.5] 上 具有 连续 的 六 阶 导数 , 则 柯 特 斯 公式 (3.14) 的 
余 项 为 


Re [Lf]= -5 (0 (a<y<6h) (3.17) 
从 以 上 三 个 定理 可 以 看 出 ,梯形 公式 只 有 一 次 代数 精度 ,辛普森 公式 有 三 次 代数 精度 ,而 


柯 特 斯 公式 具有 五 次 代数 精度 。 关 于 一 般 情况 下 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 的 代数 精度 有 定理 : 
定理 (3.5) ”对 于 nn 阶 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公 式 1,[f]== (6 一 a) Dero) '， 当 为 奇数 


时 ,至 少 具有 次 代数 精度 ; 当 为 偶数 时 ,至 少 具有 十 1 次 代数 精度 。 

可 以 证 明 ; 当 亏 7 时 ,牛顿 - 柯 特 斯 积分 公式 (3. 10) 对 被 积 函数 在 积分 节点 处 值 的 误差 
不 会 放大 ,数值 积分 计算 过 程 是 稳定 的 ;而 当 n 三 8 时 ,牛顿 - 柯 特 斯 积分 公式 数值 计算 过 程 的 
稳定 性 不 能 保证 , 故 ” 三 8 的 牛顿 - 柯 特 斯 求 积 公式 通常 不 用 。 

程序 (3.1) ”牛顿 - 柯 特 斯 积分 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 牛顿 - 柯 特 斯 积分 公式 计算 给 定 函 数 在 区 间 [a.,b] 上 的 积分 。 

function i = newtoncotes(finame,a,b,n) 

外 输入 :funame 一 一 被 积 函数 

% 4 一 一 积分 区 间 下 限 

% b 一 一 积分 区 间 上 限 

% n 积分 区 间 的 等 分 数 :n = 1 时 采用 梯形 公式 计算 积分 ,n = 2 时 采用 辛普森 公式 计算 积分 ， 

n 二 4 时 采用 柯 特 斯 公式 计算 积分 

% 输出 :i 一 一 数值 积分 计算 结果 

a = feval(funame, a); fb = feval(uname, b); 5%fKa) 和 f(b) 

ifn==1 
.5 * (b—a)*« (B+fb); % 梯形 公式 (3. 12) 
elseif n == 2 

i==((b 一 a)/6)* (@ 十 4* feval(funame, (a 十 b)/2) 十 和 b); 。 % 辛普森 公式 (3.13) 


elseif n == 4 
i= ((b—a)/90) * (7 * (hfb) + 32* (feval(funame, a (b— a)/4) + feval(finame, a 
十 3* (b 一 a)/4)) 十 12* feval(finame, (b— a)/2)); % 柯 特 斯 公式 (3. 14) 

else 
error(' 区 间 划 分 数 必须 等 于 1,2 或 4'); 

end 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
710 一 
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> i= newtoncotes(inline(’exp(x)') ,0,0.5,1) % 采用 梯形 公式 计算 积分 | ”exp(z)dz 
输出 结果 : 
i=0.66218031767503 
六 i= newtoncotes(inline('exp(x)'),0,0.5,2) ”% 采用 辛普森 公式 计算 积分 
输出 结果 : 
i=0.64873524478759 
光 i= newtoncotes(inline('exp(x)'),0,0.5,4) ”% 采用 柯 特 斯 公式 计算 积分 
输出 结果 : 
i=0.64872127589486 
积分 | ”exp(z)dr 一 0.648 721 270 700 13。 显然, 从 梯形 公式 到 柯 特 斯 公式 ,计算 值 越 来 


越 准确 。 


3.4 复 化 求 积 方 法 


为 了 同时 克服 高 阶 插值 型 积分 可 能 出 现 的 数值 计算 不 稳定 和 低 阶 插值 型 数值 积分 计算 结 
果 精 度 低 这 两 方面 的 不 足 , 人 们 提出 了 复 化 求 积 方法 。 复 化 求 积 方法 就 是 先 把 积分 区 间 细 分 ， 
并 在 细 分 得 到 的 每 个 小 区 间 上 使 用 低 阶 插值 型 求 积 公式 计算 积分 ,然后 把 所 有 小 区 间 上 的 积 
分 值 加 起 来 得 出 原 积分 的 近似 值 。 
3.4.1 复 化 求 积 公 式 

1. 复 化 梯形 公式 

把 积分 区 间 [a,6] 进行 n 等 分 , 步 长 h == (6 一 a) /n, 积 分 节点 工 二 a 十 读 (i 二 0,1,"…,n)， 
在 子 区 间 [zx;,zi] 上 使 用 梯形 公式 


ff dre) +t )] G0 —D) 
对 所 有 子 区 间 求 和 可 得 
ewe=D /+2 D+/ ] 


记 作 
a 
T.=$[/()+2 Df) + fb) ] (3.18) 


式 (3. 18) 称 为 复 化 梯形 公式 。 
定理 (3.6) ” 若 f(z) 在 区 间 [a, 妇 上 具有 连续 的 二 阶 导 数 , 则 复 化 梯形 公式 (3. 18) 的 余 
项 为 
Rr [L/L DD (Gy<D (3.19) 
证 明 由 梯形 公式 的 余 项 式 (3.15), 在 子 区 间 [zx;,zw] 上 用 梯形 公式 计算 的 


| reey zr 余 项 为 一 局 9p) /12 Cr 三 和 h 二 x) ,将 "个子 区 则 的 余 项 求 和 就 得 到 复 化 樟 


tr Wh ee 
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公式 在 区 间 [a,6] 上 的 余 项 , 即 
Rr [ 门 = 一 入) 十 Po ++ ] 
由 于 产 (z) 在 [a, 妇 上 连续 ,因此 在 [a, 忆 内 存在 一 点 九 使 
1)= 寺 LA ) 十 Po 十 … 十 Po 
于 是 有 
Rr, [f=—— ef 
车 M= max 1 了 7(z) | , 则 有 
1Rz [7] |< a M (3.20) 
程序 (3.2) ， 复 化 梯形 公式 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 复 化 梯形 公式 计算 给 定 函 数 在 区 间 上 的 积分 。 
function i = trapi(xyy) 
% 输入 :x 一 自 变量 的 等 距 节点 向 量 
% yy 一 被 积 画 数 在 节点 处 的 值 向 量 
%% 输出 :i 一 数值 积分 计算 结果 
n= length(x); m = length(y); 
ifn~=m 
error(' 向 量 x 与 向 量 y 的 长 度 必须 相同 ): end 
h= (x(Cn) 一 x(l))/n 一 1)， 


a = [1,2. #ones(l.n— 2),1]: 和 建立 系数 向 量 
i= h/2* sum(a. * y); % 计算 积分 值 ,公式 (3. 18) 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


> x=0:0.01:1; % 建立 积分 变量 等 距 节点 坐标 向 量 

祝 y=1 十 exp( 一 x).* sin(4. * x); % 计算 被 积 函数 在 节点 处 的 值 向 量 

> i= trapi(xy) 外 调用 程序 (3.2) 计算 积分 | [1 二 esin(4z) ] dz 
输出 结果 ， 


i 一 1. 30821157529417 
有 
积分 的 准确 值 | [1+e*sin(dz) Jdr—=21e—4c0s4— sin4 _]. 308 250 604 642 6。 


17e 
2. 复 化 辛普森 公式 
把 积分 区 间 [a,6] 进行 2m 等 分 ,分 点 坐标 是 zx 一 a 十 记 O 二 0,1,…,2m) , 相 邻 分 点 之 间 
的 距离 为 h= 二 (5 一 a) /2m。 在 子 区 间 [xz,zxz#z] (i 二 0,1,…,m 一 1) 上 使 用 辛普森 公式 ,有 


[I 和 [Lf Cri) +4f Gesm) + frams) J G=0,1,,m— 1) 
对 所 有 子 区 间 求 和 可 得 
多 Pe a 
[rw Ear [td en) +2 D+ /66) ] 
: 全 加 多 


一 ?2 
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记 作 
Ss = [/@ +4D fr) +2D f(r) + 166) ] (3.21) 
称 为 复 化 辛普森 公式 。 


定理 (3.7) ”车 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 具有 连续 的 四 阶 导 数 , 则 复 化 辛普森 公式 (3. 21) 的 
余 项 为 
Rs [=-e/ (DD (a<n<h) (3. 22) 


程序 (3.3) ” 复 化 辛普森 公式 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 复 化 辛普森 公式 计算 给 定 函数 的 积分 。 

function i = simpi(xyy) 

%% 输入 :x 一 一 自 变量 的 等 距 节点 向 量 

% y 一 一 被 积 函数 在 节点 处 的 值 向 量 

%% 输出 :i 一 一 数值 积分 计算 结果 

n = length(x); m = length(y); 

in ~ 二 m error(' 向 量 x 与 向 量 y 的 长 度 必须 相同 '); end 

if rem(n 一 1,2) ~= 0 
i 一 trapi(x,y); % 当 区 间 划 分 数 不 是 偶数 时 , 转 到 程序 (3. 2) ,采用 复 化 梯形 积分 
returns 

end 

N= (n—D/2; h= (x(n) — x(D)/Ns 

a = zeros(1,n): 

bork=1:N % 建立 系数 向 量 
a(2xk 一 1) = a(2*k 一 1) 十 1 
a(2#k) 一 a(2*k) 十 4 
a(2#k 十 1) 一 a(2*k 十 1) 十 1; 

end 

i= h/6* sum(a wy) % 计算 积分 值 ,公式 (3. 21) 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


> x 一 0:0.01:1; % 建立 自 变量 等 距 节点 向 量 

六 了 = 一 1 十 exp( 一 x). * sin(4. * x); % 计算 被 积 函数 在 节点 处 的 值 向 量 

i % 调用 程序 (3.3) 计算 积分 | 十 ersin(4z) ] dz 
输出 结果 : 


i=1.308 250 607 499 39 

3. 复 化 柯 特 斯 公式 

把 积分 区 间 [a, 幻 进行 4m 等 分 步 长 大 = 6 一 a) /4m， 积分 节点 x, 二 a 十 
训 G 二 0,1,…,4m) ,在 子 区 间 [zs,zwr4] (i 二 0,1,…,m 一 1) 上 使 用 柯 特 斯 公式 ,有 


ia Be 
六 /0 dr 


[7f Cz) + 32f (zon) t+ 12f C7412) + 32f Crs)+7f (x04) ] 


一 73 一 
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对 所 有 区 间 求 和 可 得 复 化 科 特 斯 公式 


洛 了 
[We dr ~ +32 Dre) +12D ru) 十 


a i 
32D fz) + 14D) fom) +7f06) ] 


er er 


记 作 


a i 
be = 全 [f+ 32 fm) +12 dfs)+ 


加 本 
32>) zu) 十 14 27Czur) 十 ?77(G) ] (3. 23) 


定理 (3.8) 若 f(x) 在 区 间 [a,6] 上 具有 连续 的 六 阶 导数 , 则 复 化 柯 特 斯 公式 (3.23) 的 
余 项 为 
(一 


Re 0]=—2 (WD (a<y<h) (3.24) 


程序 (3.4) 复 化 柯 特 斯 公式 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 复 化 柯 特 斯 公式 计算 给 定 函数 在 区 间 上 的 积分 ， 
function i 一 cotesCxyy) 
外 输入 :x 一 一 自 变 量 的 等 距 节点 向 量 
% y 一 一 被 积 函 数 在 节点 处 的 值 向 量 
%% 输出 :i 一 一 数值 积分 计算 结果 
n = length(x); m = length(y); 
ifn 一 = m 
error( "向量 x 与 向 量 y 的 长 度 必须 相同 ); 
end 
if rem(n—1,4) ~= 0 
i= simpi(x,y); % 当 区 间 划 分 数 不 是 4 的 倍数 时 , 转 到 程序 (3. 3) ,采用 复 化 辛普森 方法 积分 
returnt 
end 
N= (n—D/4;h= (x(n) — x(D)/N; 
a = zeros(1,n); 
fork = 1:N % 建立 系数 向 量 
a(4#k 一 3) 一 a(4x*k 一 3) 十 7; 
awk 一 2) 一 a(4*k 一 2) 十 32; 
aC4xk 一 1) 一 a(4*k 一 1) 十 12; 
a(4wk) 一 a(4*k) 十 32; 
a(4*k 十 1) 一 a(4*k 十 1) 十 7; 


end 


ii 一 h/90* sum(a. * y); % 计算 积分 值 ,公式 (3. 23) 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
> x 一 0:0.01:1; 兴 建立 自 变量 等 距 节点 向 量 
pe 
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全 y=1 十 exp( 一 x). * sin(4. * x); % 计算 被 积 函数 在 节点 处 的 值 向 量 
» i= cotes(xsy) % 调用 程序 (3. 4) 计算 积分 | [1 十 esin(4z) ] dz 


输出 结果 : 
i=1. 308 250 604 642 27 


人 3 分别 用 复 化 梯形 积分 、 复 化 辛普森 积分 和 复 化 柯 特 斯 积分 根据 表 3. 2 计算 积分 


表 3.2 


若 0 1/8 1/4 3/8 1/2 | 5/8 3/4 7/8 1 


f(r)= 1 |0. 997 397 8|0. 989 615 8|0. 976 726 7|0. 958 851 0|0. 936 155 6|0. 908 851 6|0. 877 192 5|0. 841 470 9 


解 (1) 用 复 化 梯形 积分 计算 。 取 m==8, 将 区 间 [0,1] 分 成 8 等 份 ,A 二 1/8, 由 复 化 梯形 公 
式 (3.18) 得 


T= x x 言 [9 +27(§)+70) |~ 0.945 690 9 
全 


(2) 用 复 化 辛普森 公式 计算 。 取 m= 二 4, 将 区 间 [0,1] 分 成 2m 二 8 等 份 ,h = 二 1/8, 由 复 化 辛 
普 森 公式 (3. 21) 得 
5S,= 直 x [0+ )+2 (4)+ /0 ]~ 0946 083 2 
(3) 用 复 化 柯 特 斯 公式 计算 。 取 m= 二 2, 将 区 间 [0,1] 分 成 4m ==8 等 份 ,h = 二 1/8, 由 复 化 柯 


特 斯 公式 (3. 23) 得 
C= wa + /()+12>7()+ 


ep 14( 二 +770) ]~o. 945 694 1 
可 以 证 明 , 当 步 长 h 一 0 时 , 复 化 梯形 公式 , 复 化 辛普森 公式 和 复 化 柯 特 斯 公式 均 收 敛 到 
[ee ez, 而 且 怕 化 速 度 一 个 记 一 不 快 ,计算 部 是 数 入 稳定 的 。 


3.4.2 ”截断 误差 的 事后 估计 与 步 长 的 自动 选择 


在 使 用 复 化 积分 公式 计算 积分 近似 值 以 前 ,必须 确定 所 采用 的 积分 步 长 。 若 被 积 函数 的 
高 阶 导数 容易 估计 , 则 能 根据 复 化 积分 的 余 项 公式 ,较为 方便 地 选择 满足 结果 误差 要 求 的 积分 
步 长 。 但 当 被 积 函数 的 高 阶 导 数 不 知 道 或 很 难 估计 时 ,就 无 法 用 余 项 公式 确定 积分 步 长 。 这 
里 介绍 一 种 在 积分 计算 过 程 中 能 适时 确定 积分 步 长 的 变 步 长 求 积 方法 。 

变 步 长 求 积 方法 也 称 为 区 间 逐 次 分 半 法 。 其 基本 思路 是 :在 对 积分 区 间 逐 次 加 倍 等 分 并 
采用 复 化 求 积 公式 计算 积分 的 过 程 中 ,用 连续 两 次 积分 计算 结果 之 差 的 绝对 值 | 7 一 1, | 小 于 
给 定 的 允许 误差 6 作为 终止 计算 的 依据 ,并 取 1, 为 积分 的 最 终 近 似 值 。 由 于 在 整个 计算 过 程 
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中 积分 步 长 是 逐步 变化 的 ,因此 称 为 变 步 长 求 积 方法 。 
1. 复 化 梯形 公式 
把 积分 区 间 [a,5] 进行 n 等 分 ,用 复 化 梯形 方法 计算 的 积分 近似 值 为 T, ,积分 的 准确 值 记 
作 了, 则 从 式 (3.19) 可 得 
TI 一 并 = 一 人 SS) ro) (a<n<b) 
再 将 区 间 [a,6] 进行 2n 等 分 ,用 复 化 梯形 方法 计算 的 积分 近似 值 为 了;, ,有 
1_ Ts, = Le) (6—e 


和 ) fm) (a<m<h) 
车 (zx) 在 区 间 [a,6] 上 连续 并 且 变化 不 大 , 即 产 (m) = (ps) ,从 前 两 式 可 以 得 出 
一 人 LN 
I—T. (z) 
说 明 , 当 步 长 减 小 一 半 时 ,截断 误差 减 小 到 1/4。 将 上 式 变形 后 就 是 


I T+ (Tn —T.) (3.25) 


或 
I 一 Te 一 二 CT 一 工 ) (3.26) 


表明 , 若 以 Tx, 作为 I 的 近似 值 , 则 截断 误差 约 为 二 (Ti。 一 开 ) ,因此 在 对 区 间 逐 次 加 倍 等 分 并 


计算 积分 的 过 程 中 ,可 以 用 | T:, 一 T, | 来 估计 截断 误差 并 据 此 确定 积分 步 长 。 具 体 方法 是 : 先 
计算 T, 和 T: ,如 果 | Ts, 一 T,| 一 se, 则 停止 计算 , 取 T, 为 积分 的 近似 值 ;否则 ,将 每 个 小 区 间 
再 分 半 后 计算 Tv, 并 检查 | Tu 一 Ta, | 二。 是否 成 立 ;如 此 反复 计算 ,直到 得 出 满足 误差 要 求 的 
结果 为 止 。 

把 这 种 用 连续 两 次 积分 计算 结果 之 差 来 估计 截断 误差 的 方法 称 为 截断 误差 的 事后 估 
计 法 。 

2. 复 化 辛普森 公式 和 复 化 柯 特 斯 公式 

车 /“”(z) 在 [a,b] 上 连续 并 且 变化 不 大 ,同样 可 以 推导 出 


二 党 ~ (人 


整理 后 就 是 
I~ So 十 吉 (S。 一 S.) (3.27) 
或 
1 一 5 一 击 (S: 一 5.) (3.28) 
如 果 Fe (z) 在 [a, 拉 上 连续 并 且 变 化 不 大 ,也 能 够 证 明 


全 人 ~ 的) 


整理 后 就 是 
TI、 Co 十 赴 (Co 一 CJ) (3.29) 


< 
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TI 一 Ce 一 亢 (Cx 一 C) (3. 30) 


因此 ,对 复 化 辛普森 公式 和 复 化 柯 特 斯 公式 ,也 可 以 如 处 理 复 化 梯形 公式 那样 ,采用 变 步 
长 积分 法 并 对 截断 误差 进行 事后 估计 。 


3.4.3 复 化 梯形 积分 的 递 推 公式 


用 复 化 梯形 公式 计算 T, 时 , 先 对 积分 区 间 [a,5] 进行 等 分 ,需要 计算 被 积 函数 在 十 1 
个 积分 节点 处 的 值 fla 十 i(b 一 a) /n) (i 二 0,1,…，,n) 。 之 后 ,车 再 用 复 化 梯形 公式 计算 Ta， 
则 要 对 积分 区 间 [a,b] 进行 2n 等 分 , 并 计算 被 积 函数 在 2n 十 1 个 积分 节点 处 的 值 
(atilb 一 a) /2n) (i 一 0,1,…,2n) 。 显 然 , 计 算 T;, 时 ,对 在 计算 T, 过 程 中 已 经 计算 过 的 
nn 十 1 个 节点 处 的 函数 值 Fa 十 i(5 一 a) /2n) (i 二 0,2,4,…,2n) 再 次 进行 了 计算 ,这 显然 增加 
了 运算 量 ,降低 了 计算 速度 。 为 了 避免 这 种 重复 计算 ,有 必要 分 析 T,, 与 T, 的 关系 。 

令 hh, 二 必 一 a) /2n, 则 由 公式 (3.18) 有 


_b—af, a bo—a > 
T= [+2D (ti )+/w ]= 


a s 
等 [f+2D pe 十 2 动 ) 十 2>) Fe 十 (2 一 1) hs,)+f(6) ]= 
各 台 


wl 3 
区 [re +2D) f(at2iha) + fb) ] 十 ia > Fa 十 (2i 一 1) hz,) = 
二 Ca 


入 S02/(eti 3 )+ 0 ])+h Dt Dh) 
各 各 
得 到 复 化 梯形 积分 的 递 推 公式 
Ts =$T, + he Df at (2 — DD hen) (3.31) 
可 见 , 求 出 T, 后 再 计算 Ts 时 ， 只 要 计算 ”个 新 增 积分 节点 上 的 被 积 函 数值 
f(atilb—a) /2n) (一 1,3,…,22 一 1) 即 可 。 
为 了 便于 编程 ,将 复 化 梯形 公式 变 步 长 积分 过 程 的 递 推 公式 写成 


T= 和 sf) + /6)] 


Te =#Te + Det i Ds) =1,2,3,) (3. 32) 
2 到 名 Z 


这 里 Ts 表示 将 区 间 [a,6] 进行 2 等 分 时 的 复 化 梯形 积分 值 。 
对 复 化 辛普森 公式 和 复 化 柯 特 斯 公式 也 能 建立 类 似 的 递 推 公式 。 


例 3.4 用 复 化 梯形 积分 的 递 推 公式 计算 x 一 | 一-zdz 的 近似 值 ,要 求 结果 误差 的 绝对 


值 s。 壹 10 。 
解 ”按照 式 (3. 32), 先 计算 Ti, : 
T = 去 [ro)+7O) ]=3.000 000 
77 一 
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然后 计算 T: : 
一 二 Ti 十 到/( 寺 ) 一 3.100 000 
再 计算 Ti : 
T=3T:+ [+/) =3.131 176 


Tr 


0 3. 000 000 5 3.141 430 
3. 100 000 6 3. 141 552 
2 3.131 176 y 3.141 582 
3 3.138 988 8 3. 141 590 


3.141 592 


.140 942 


根据 表 中 数据 有 | Tz 一 T* | 二 0.000 008 二 10, 所 以 积分 近似 值 取 T 一 3. 141 590。 
程序 (3. 5) ” 变 步 长 梯形 求 积 公式 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 变 步 长 梯形 求 积 方法 计算 给 定 函数 在 区 间 上 的 积分 。 
function 1 = changtrap (funame,a,b,ep) 
外 输入 :funame 一 一 被 积 函数 
% ”a 一 一 积分 区 间 下 限 
% b 一 一 积分 区 间 上 限 
%% ep 一 一 计算 精度 (默认 值 为 le 一 5) 
% 输出 :1 一 数值 积分 计算 结果 


if nargin < 4 ep = le— 5; end 


N=1;1h=—b—a 
T= h/2* (eval(funame,a) +feval(uname,b)); 。 % 计 算 T， 
while 1 

h=h/2;1= T/2; 

prk = 1:N 

= 1+h. xfeval(faname,a + (2#k—1)*h);% 公式 (3. 32) 
end 
ifabs(I 一 T) < ep 
breaky 

end 

N=2*N; 

T=1; 
end 
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在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
> 1=changtrap (inline('1 十 exp( 一 x). * sin(4. * x)','x),0,1,1e— 8) 


% 调用 程序 (3.5) 计算 积分 [1 十 esin(4z) ] dz 


输出 结果 : 
1=1.308 250 603 188 74 


3.5 万 贝 格 方法 


为 了 提高 数值 积分 的 收敛 速度 ,把 复 化 梯形 公式 计算 的 结果 T, 和 Ts 按 一 定 方式 线性 组 
合 ,生成 比 复 化 梯形 公式 计算 精度 高 的 复 化 辛普森 公式 的 计算 结果 5, ;再 把 S, 和 S;, 按 一 定 方 
式 线形 组 合 ,生成 比 复 化 辛普森 公式 计算 精度 高 的 复 化 柯 特 斯 公式 的 计算 结果 C,; 最 后 把 C， 
和 Cs 按 一 定 方式 线形 组 合 , 生 成 比 复 化 柯 特 斯 公式 计算 精度 高 的 龙 贝 格 (Rom berg) 公式 计 
算 结果 R,。 这 种 加 速 方 法 叫 作 龙 贝 格 方法 。 

公式 (3. 25) 指出 


I Ti 十 十 (Tx 一 T) 


总 
T=Tw + 吉 (Ts 一 T)= 针 Ts 一 十 T 
将 T, 和 T:, 代入 有 
了 -415 一 a a .0 一 a 
7= 寺 时 [frets 于 )+7e) 1])- 
4 人 [f+ 2 (eties)+ 7 |])= 
b—a 局 , b—a \ ,6 一 4 
3 (+ /et tL 元 9)+227(e+2 针 )+7o ]}= S， 
所 以 
吉利 到 二 
5, = 二 Tu 一 工 T。 (3.33) 


这 是 比 复 化 梯形 公式 精度 高 的 辛普森 公式 。 也 就 是 说 ,用 复 化 梯形 公式 加 倍 划 分 区 间 前 后 的 
两 次 积分 的 近似 值 , 可 以 按照 式 (3. 33) 线性 组 合 出 精度 更 高 的 复 化 辛普森 积分 近似 值 ,从 而 
加 速 了 通 近 效果 , 故 把 公式 (3. 33) 称 为 梯形 加 速 公式 。 


同样 能 够 证 明 抛 物 线 加 速 公 趟 
二 中 
C=155" 155" (3.34) 
和 龙 贝 格 公式 
4 i 
R, =63C" 六 CC。 (3. 35) 


由 此 可 得 ,用 龙 贝 格 公式 计算 积分 的 步骤 见 表 3. 4。 


au ;用 
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表 3.4 
区 间 等 分 数 Tu Sa Ci Rae: 

计算 公式 n=2 式 (3.18) 式 (3.33) 式 (3.34) 式 (3.35) 
0 1 OT 
1 2 (2)T: (3)S， 
2 生 (OT, (5)5; (IC 

人 3 8 DT, (8)S， (9)C。 QR 

4 16 ADT (12)5, 《13)C， (DR: 
5 32 (5) Ts: (16) Sw (nC, ABR 


表 3.4 中 带 括号 的 数字 表示 计算 次 序 。 一 直 计算 到 前 、 后 两 个 R, 值 之 差 的 绝对 值 


| Ra 一 R, | 不 超过 给 定 的 误差 为 止 , 并 将 Rs, 作为 积分 的 近似 值 。 


例 3.5 ”用 龙 贝 格 方法 计算 x 一 | -dz 的 近似 值 ,要 求 结果 误差 的 绝对 值 es< 10。 
解 ”根据 式 (3.18) 和 式 (3. 32) ~ 式 (3. 35) ,按照 表 3. 4 的 计算 次 序 进行 计算 ,计算 结果 


列 人 表 3.5 中 ， 
表 3.5 
0 1 3.000 00 
| 3. 100 00 3.133 33 
2 3.131 18 3.141 57 3.142 12 
3 3. 138 99 3.141 59 3.141 59 3.141 58 


3.141 59 


3. 140 94 


3.141 59 


3.141 59 


由 于 | R; 一 Ri | 二 0.000 01 二 10“, 故 停止 计算 ,并 以 R: = 3. 141 59 作为 积分 近似 值 。 

与 例 3.4 相 比 ,要 得 到 符合 精度 要 求 的 结果 ,用 龙 贝 格 方法 只 需 计 算 到 Ts ,而 直接 用 复 化 
梯形 公式 必须 计算 到 Te 。 显 而 易 见 , 龙 贝 格 方法 收 剑 速 度 很 快 ,并 且 运 算 量 大 幅 减 小 。 

龙 贝 格 公式 计算 数值 积分 的 加 速 过 程 可 以 归纳 如 下 : 

(1) 计算 初 值 : 


s+ 76)] 

(2) 将 区 间 [a,6] 二 等 分 ,利用 复 化 梯形 公式 计算 : 

B—é 
2 


To = 


TP = 二 T+ f(a+ 直 bo 


根据 式 (3. 33) 计算 : 
一 80 


) 
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» _ATP — TS 
1 


(3) 再 将 区 间 [a,65] 四 等 分 ,利用 复 化 梯形 公式 计算 : 
TP = 二 TI + 每 /+ 和 16-0) 


再 根据 式 (3. 33) 计算 : 


» _4I 色 一 I 
Me 
(4) 应 用 式 (3. 34) 计算 : 
TD Th 
a 
(5) 依据 公式 
T=" + Dete 0), k=1,2,°" 
i (3.36) 
Ti = 人 m=1,2,." 
重复 上 述 过 程 ,可 得 逼近 什 
TP 
+、\ 
Th Th 
| 
Th Th Tl 
Ve 


‘ 
TE? -Ti2 -~ TD — Th 


(6) 精度 控制 。 设 预定 的 数值 计算 精度 为 e, 若 | T 一 TS | 一 e, 则 停止 计算 , 取 Ti 为 
积分 的 近似 值 ,否则 转 入 (5) 继续 计算 ,直至 满足 精度 要 求 。 

程序 (3.6) ”用 龙 贝 格 方法 计算 积分 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 龙 贝 格 方法 计算 给 定 函数 在 区 间 上 的 积分 。 

function R 一 rombergi (uname, a, b, ep) 

% 输入 :funame 一 一 被 积 函数 

% a 积分 区 则 下 限 

% b 一 一 积分 区 间 上 限 

% ep 一 一 计算 精度 (默认 值 为 le 一 5) 

%% 输出 :R 一 一 数值 积分 计算 结果 

if nargin < 4 ep = le 一 5iend 


h=b—a; 
i=1;j=1; 
TOi,1) = h/2* (feval(funame,a) +feval(finame,b)); % 计算 T 

a 
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TOG+1,D = T(i,1)/2 十 eval(dfanameya 十 h/2) * h/2; % 计 算 TI 
TG+1ij 十 DD) 二 4*TG 十 1,D)/(4j 一 DD 一 TGi,jD/(4j 一 DD); 站 计算 TS 
while abs(TCGi+1, i 十 1) 一 TGi,D) > ep 


i=i+1;h= h/2; 
Ti 十 1,1) = TG,1D)/2+ sum(feval(funame,a bh/2:h:b— h/2+0.0001 * bh)) * h/2; 
外 计 算 Te > 
forj = 1:i 
TG 二 1j 十 DD = 本 #TG41D/( 生 一 DD 一 TG,D/(4 一 DD， 5 计算 了 St 
end 
end 
= TO+1j+1); 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
> R=rombergi (inline('1 + exp(— x). * sin(4. * x)",x')，0,1,0.5e 一 12) 
' 
% 调用 程序 (3. 6) 计算 积分 | [1+e sin(4z) ] dz 


输出 结果 : 
R 一 1.30825060464267 


3.6 数值 微分 


用 函数 在 一 些 离散 点 上 的 值 来 推算 函数 在 某 点 处 导数 近似 值 的 问题 称 为 数值 微分 。 
3.6.1 差 商 型 数值 微分 公式 


定义 (3.5) ”函数 f(z) 在 z 点 处 的 微分 (导数 ) 是 


f(zo tt Ar)— f(xo) 


f(z)=lim Fe 


因此 ,可 以 用 |Az | 很 小 时 的 比值 作 可 十 领 > 一 人 zo》( 即 函数 的 一 阶 差 商 ) 作为 (zx) 的 近 


似 值 ， 即 
f(zo + Az)— f(xo) 


f (x0) ~ Ee (3.37) 
这 样 建立 的 数值 微分 公式 称 为 差 商 型 数值 微分 公式 。 
通常 分 为 以 下 几 种 : 
(1) 用 向 前 差 商 做 近似 : 
fz) 二 [rczs 十 及 一 rero] (3. 38) 
(2) 用 向 后 差 商 做 近似 : 
fe) 二) f(r DD] (3. 39) 


(3) 用 中 心 差 商 做 近似 : 
82 一 
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f(z) Lf th) — fro —h)] (3.40) 
玩 


称 第 (3) 种 方法 为 中 心 方法 ,相应 的 计算 公式 称 为 中 心 公式 。 
下 面 分 析 三 种 差 商 型 数值 微分 公式 的 误差 。 将 f(zo 土 h) 在 z 一 zo 处 做 泰勒 级 数 展开 ,可 
得 
f (ao 土 间 一 ftzo) 土 六 ao)4 十 咎 Per) 士 全 挛 cp) 十 后 7e C0) 土司 
于 是 


和 3 
二 人) 一 六 oo) 土 丰 Fo) 十 后 挛 G) 十 … 


所 以 ,向 前 和 向 后 差 商 近 似 公 式 的 截断 误差 都 是 o(h) ,而 中 心 公式 (3. 40) 的 截断 误差 是 一 
好 Je (c) /6 二 obh*) ,这 里 c 一 cCzo)E [a,b]。 

程序 (3.7) ”用 极限 方法 计算 微分 近似 值 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 极限 方法 计算 给 定 函数 在 固定 点 处 微分 的 近似 值 。 首 先生 成 广 (z) 近似 值 
的 序列 


oD /z+10h)— f(r—10h) a 
六 (rz) D,= 200hy ， =0,1,2,.% mn 
当 | 了 ,一 D, | 之 1D, 一 D, :| 时 ,停止 计算 ; 当 |D, 一 D,, | 一 允许 的 误差 时 ,停止 计算 并 取 


f (x) ~ D,. 
function [L,n]=difflim (f{, x, ep) 
外 输入 :一 被 微分 的 函数 
外 xx 一 所 求 微分 点 的 自 变量 什 
外 ep 一 一 计算 结果 的 相对 误差 限 
%% 输 出 :二 [H'D'E]。 其 中 日 是 步 长 向 量 ,DD 是 微分 近似 值 向 量 ,EE 是 偏差 | D, 一 D,, | 组 成 的 向 量 
外 nm 一 一 最 佳 近似 值 的 排序 


maxl = 15; h 一 1; %h 初 值 为 1, 最 小 值 为 10 
HG) = hy 
DQ) = (eval(f,x 十 h) —feval(f,x— h))/(2*h); % 计算 D。 
E(1) = 0; R(1) = 0; 
forn=1:2 
h = h/10: 
HCn 十 1) = ht 
DCn 十 1) = (eval(f,x+ hb) —feval(f,x— h))/(2*h); % 计算 D, 
ECn 十 1) = abs(DCn 十 1) 一 DCn))， %D, 与 D。, 的 偏差 
Rin+1) 一 2* E(n 十 1)/Cabs(D(n 十 1)) 十 absCDCn)) 十 eps);， 5%% 相对 偏差 
end 
mn 一 2 
while ((E(n) > ECn 十 1)) & (R(n) > ep)) & n < maxl % 满足 条 件 时 进入 循环 
h= h/l0; 
Hl(n+2) = hy 
Dn 十 2) = 人 deval(f,x 十 hb) 一 valf,x 一 hb))/C2* hb 站 计算 D+ 
ECn 十 2) = abs(DCn 十 2) 一 D(n 十 D)， %D.» 与 D. 的 偏差 


一 二 
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Rn 十 2) = 2* E(n 十 2)/ (abs(DCn 十 2)> 十 abs(DCn 十 1)) 十 eps); ”% 相对 偏差 

nm 一 n 十 1; 
end 
n= length(D) 一 1; % 最 佳 近似 值 排序 
L=[H' D' E']， 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
> [L,n]=difflim (inline('sqrt(x)'),1,1e—5) 
% 用 程序 (3.7) 计算 f(z)=VZ 在 zx = 二 1 处 的 微分 值 


输出 结果 : 
L=1.0000 0.7071 0 


0.1000 0.5006 0.2065 

0.0100 0.5000 0.0006 

0.001 0 0. 500 0 0.000 0 

0.000 1 0.500 0 0.0000 

0.0000 0.5000 0.0000 
n=5 


即 广 G) = 0. 500 0, 并 且 取 矿 (1) = D;. 
3.6.2 理 查 森 外 推 法 


设 广 =Fz)=Fzs 十 妇 ) ,并 且 用 De) 和 D,(2h) 分 别 表示 以 上 和 2 为 步 长 ,根据 式 
(3. 40) 得 到 的 广 (ze ) 的 近似 值 , 则 有 


f (xo) ~ Ds (h)+ Ch’ (3.41) 
f (x0) ~ D, (2h) + ACh® (3.42) 

式 (3.41) 乘 以 4 减 去 式 (3.42) ,可 得 
pt 4D 4 3 P28) a + 1+ fs (3.43) 


上 式 的 截断 误差 是 必 Js? (ci) /30 二 olh*) ,其 中 二 (xo) €[a,b]。 
用 Di(h) 和 D'(2h) 分 别 表示 用 步 长 六 和 2h, 根据 式 (3.43) 得 到 的 精度 为 o(h) 的 
了 (zo) 的 近似 值 ,它们 分 别 表示 为 
f(z0)= te Bt/ Ee Di (iD 十 CN 


12h 3 
二 ey 
f (x0)= t+ i C62) Di C2) + Cht 


车 fs”(z) 只 取 正 值 或 负 值 ,而 且 变 化 缓慢 , 则 可 假设 fs (cj) 汪 f“”(c:) ,这 时 就 能 从 以 
上 两 式 推 导出 
f (~ 吕 C Di C24) (3.44) 
上 式 的 截断 误差 是 o(h*) 。 
前 面 这 种 从 求解 f(x。) 的 低 阶 公式 推导 出 高 阶 公 式 的 方法 称 为 外 推 法 。 一 般 地 有 理 查 
gd ee 
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森 (Richardson) 外 推 法 : 
设 (zo) 的 两 个 精度 为 oCh*) 的 近似 值 分 别 为 D1 (4) 和 Di (2h) ,它们 分 别 满足 
f (x0)=Des (hh) + eh* eh 十 … 
f (x0) =Den (2h) + heh + 4 ch + 
从 中 可 以 得 到 改进 的 近似 表达 式 


i 
f(z) =D, 0 + os) = Dh) — De Ch) 


4 —1 
例 3.6 设 /(z)=cosz, 利 用 式 (3.40) 和 式 (3.43), 步 长 分 别 为 h 二 0.1,0.01,0.001， 
0. 000 1, 计 算 (0. 8) 的 近似 值 ,并 与 其 真实 值 /(0. 8) = 一 sin0. 8 进行 比较 。 
解 ” 取 hh=0.01, 根 据 式 (3.40), 可 得 


f(0.81)— f(0.79) 、0.689 498 433 一 0.703 845 316 
0. 02 a 0.02 


+oC(h™*"?) (3.45) 


f (0.8) 一 — 0.717 344 150 


根据 式 (3. 43) ,可 得 
—f(0. 82)+ 8/(0. 81) — 8f(0.79)+ f(0.78) 
0.12 sy 


f (0.8) ~ 


二 0.682 221 207 + 8 X0.689 498 433— 8X0.703 845 316 十 0.710 913 538 、 
0.12 


一 0.717 356 108 
根据 两 式 所 计算 近似 值 的 误差 分 别 为 一 0. 000 011 941 和 0. 000 000 017。 其 他 近似 值 列 于 表 
3.6 中 。 


表 3.6 

步 长 式 (3.40) 的 值 式 (3.40) 的 误差 式 (3.43) 的 值 式 (3.43) 的 误差 

0.1 一 0.716 161 095 一 0.001 194 996 | 一 0.717 353 703 一 0.000 002 389 
0.01 一 0.717 344 150 一 0.000 011 941 一 0.717 356 108 0.000 000 017 
0.001 一 0.717 356 000 一 0.000 000 091 一 0.717 356 167 0.000 000 076 
0.000 1 一 0.717 360 000 一 0.000 003 909 一 0.717 360 833 0.000 004 742 

程序 (3.8) ”用 理 查 森 外 推 法 计算 微分 近似 值 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 理 查 森 外 推 法 计算 给 定 函 数 在 固定 点 处 微分 的 近似 值 。 首 先 构造 (x) 近 


似 值 的 表 DG,k) (过 力 , 并 将 f(z) = Dln,n) 作为 最 终 答案 。 近 似 值 DG,k) 存放 在 下 三 
角 和 矩阵 中 。 第 一 列 是 
站 ze 十 和风 ?一 fr) 


DOG,0)= 2 
第 j 行 的 元 素 为 
DG 一 DO 一 TD 十 POP9 一 1 一 卫 (Qh) 


function [D,err, relerr,n]= diffRich (f, x, delta, ep) 
% 输入 :全 一 被 微分 的 函数 

% x 所 求 微分 点 的 自 变量 值 

% delta 一 一 计算 结果 的 误差 限 


二 
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% ep 一 一 计算 结果 的 相对 误差 限 
% 输出 :DD 一 一 微分 近似 值 和 矩阵 

% err 误差 界 

% Telerr 一 一 相对 误差 界 

% n 一 一 最 佳 近似 值 的 排序 


err=1; relerr=1;h=1; 


j= 1 
DG1,1) = (eval(f,x+ h) —feval(f,x— bh))/(2* hb)， % 计 算 DC0,0) 
while relerr > ep & err > delta & j= 12 % 满足 条 件 时 进入 循环 
h = h/2; 
DG 十 1,1) = (eval(f,x+ hb) —feval(f,x—b))/(2#b); % 计 算 DG,0) 
fork= 1:j 
DG+lk+D = DG+1R)+( DG+1) DOR) — DD): 计算 DG,A) 
end 
err = abs(DG+1,j+1) 一 DGj,j))# % 误差 中 间 值 
relerr = 2* err/(abs(DGj 十 1,j 十 1)) 十 abs( D(,j)) + eps) % 相对 误差 中 间 值 
j=j 十 1 
end 
[n,n] = size(D)， % 提取 最 佳 近似 值 的 排序 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
> [D,err,relerr,n]= diffRich (inline(’sqrt(x)) ,1,1e—3,1e—5) 


% 用 程序 (3. 8) 计算 f(x) 二 Vz 在 zx 二 1 处 的 微分 值 


输出 结果 : 
D=0.7071 0 0 0 0 
0.5176 0.4545 0 0 0 
0.504 0 0.4995 0.5025 0 0 
0.501 0 0.5000 0.5000 0.5000 0 
0. 500 2 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 


err =3. 433le — 005 
relerr =6. 8664e — 005 
n=5 

即 广 (1) > 0. 500 000 120, 并 且 取 (1) 守 DG5,5)。 


3.6.3 ”插值 型 数值 微分 公式 


定义 (3.6) ” 当 函 数 f(x) 以 表格 形式 y, 二 f(zxi) (i 二 0,1,…,n) 给 出 时 ,车 用 插值 多 项 式 
了 , (z+) 作为 函数 f(z) 的 近似 函数 f(z) ~: P, (x) , 则 可 把 P, (zx) 的 导数 已 ,(z) 作为 1 (x) 的 
近似 值 ,这 样 建立 的 数值 微分 公式 
f (~ P',(z) (3.46) 
称 为 插值 型 数值 微分 公式 。 
二 :条 二 
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插值 型 数值 微分 公式 的 截断 误差 从 插值 多 项 式 的 余 项 得 到 。 由 于 


ot 
fH =P. DHR DP DLT Dor) (<e<h) 


两 边 求 导 得 
f(z)=P',(z)+R',(z) 
其 中 


,fg), oa) 二 nk 
RMT mt Dia 0) 


因为 是 zx 的 未 知 函数 ,上 式 的 最 后 一 项 无 法 计算 。 但 是 ,如 果 求 节点 zx; 处 的 导数 值 , 则 截断 
误差 为 


FO, Cr) (3.47) 


用 插值 多 项 式 P, (z) 作为 f(z) 的 近似 函数 ,也 可 以 建立 高 阶 数值 微分 公式 : 
fo (rz) PE) (k=1,2,3,..) (3.48) 
下 面 给 出 几 个 常用 的 计算 一 阶 微分 的 插值 型 数值 微分 公式 : 
1. 两 点 公式 
车 (zx) 连续 , 广 (z) 存在 , 且 已 知 点 (zu,f(zo) ) 和 (zi,f(z1))，, 则 线性 插值 多 项 式 
Pi(z) 为 


R'.(r)= 


Pi(z)=E—H f(x) + EL fn) 
To 一 工 TI 一 并 
对 PCz) 求 导 , 得 出 计算 一 阶 导数 的 两 点 公式 
f(z) fe)], f(r) fr) ] (3.49) 
式 中 =zi 一 zo。 公 式 的 截断 误差 分 别 是 
Ri(zo)= 一 入 站，Ri(z)= 和 1 (3.50) 
2. 三 点 公式 


车 (zx) 连续,/”(zx) 存在 , 且 已 知 点 (zi,f(r)) (=0,1,2), 则 建立 二 次 插值 多 项 式 
P:(z) 为 


二 一 和 一 (xz— 7) (x— zs) (xz— x0) (zr—x1) 
Pm = Gem Pt to Sim) Co wT CT to ro) (or — wy 
对 P;(z) 求 导 ,得 出 计算 一 阶 导 数 的 三 点 公式 
f(a) 订 [=3f Gz) +4f Cz) f(zs)] 
了 (reD) 宅 站 [f(z 一 f(z0)] (3.51) 


1 em) 一 击 [fcm) 一 4fGr) 十 31)] 
式 中 ,hh 二 zi 一 zo 二 xz 一 x1。 公 式 的 截断 误差 分 别 是 
: 2 2 
Rr) = 71"), Ra(zD) 一 一 与 广 (6 ， R:(z) = (© (3. 52) 
二 如 一 
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程序 (3.9) ”基于 牛顿 插值 多 项 式 计算 微分 近似 值 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :构造 牛顿 插值 多 项 式 , 并 计算 给 定点 处 微分 的 近似 值 。 首 先 建立 N 次 牛顿 插 
值 多 项 式 

N(z)=a 十 at(z 一 io) 十 az(z 一 zo) (一 Zi) 十 … 十 an(z 一 Zoo) (rT— ry) 
再 将 广 (ze) ~ N' (ze ) 作为 最 终结 果 。 若 在 zs 处 使 用 这 个 方法 ,可 以 通过 重新 排列 点 的 顺序 
{zoT4 ToTh TN) 来 计算 f' Crs) ~ P'(xs)。 

function [A,dif]=diffnewton(x,y,xd) 

外 输入 :x 一 一 插值 节点 向 量 

% Y 一 一 插值 节点 处 的 函数 值 向 量 

% xd 一 一 计算 微分 处 的 坐标 

% 输出 :A 一 一 牛顿 插值 多 项 式 的 系数 向 量 

% dif 一 一 微分 近似 什 


A=y; 
N = length(x); 
brj=2:N % 计算 牛顿 插值 多 项 式 的 系数 
fork = N, 一 1 
A(k) = (A(lo 一 AGk 一 1D))/CxCk) 一 x(k 一 j 十 1))， 
end 
end 
dif = A(2)， 
prod = 1 
nl = length(A) 一 1 
for k = 2:nl %% 计算 微 分 


prod = prod * (xd 一 x(k)); 
dif = dif+ prod* ACk+ Ds 


end 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


SS x=0.99:0.001:1.01; % 建立 插值 节点 向 量 

SD y=sqrt(x); % 建立 插值 节点 处 的 函数 值 向 量 

六 [A,dif]=diffnewton(x,y,1) ”%% 调 用 程序 (3.9) 计 算 xd 一 1 处 微分 的 近似 值 
输出 结果 : 


dif = 0. 50125628933800 


3.7 ”物理 学 中 的 应 用 举例 


3.7.1 均匀 带电 直线 段 与 均匀 带电 圆 环 的 电场 


静电 场 中 某 点 电场 强度 的 大 小 和 方向 与 单位 正 电荷 在 该 点 受 力 的 大 小 和 方向 分 别 相 
同 。 即 
- 88 
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E=£ (3.53) 


式 中 ,下 是 试验 电荷 g。 受到 的 电场 力 。 电 场 强度 的 单位 是 N/C。 而 静电 场 中 某 点 的 电势 在 数 
值 上 等 于 把 单位 正 电荷 从 该 点 沿 任意 路 径 移动 到 电势 零 参 考点 的 过 程 中 静电 力 所 做 的 功 。 表 
示 为 

We (3.54) 
式 中 ,W,，, 是 把 试验 电荷 g,。 从 点 移动 到 电势 零 参 考点 “0” 过 程 中 静电 力 所 做 的 功 。 电 势 的 单 
位 是 V。 空间 pp 点 电势 与 电场 强度 的 关系 是 


“dl (3.55) 


和 
Sx) (3.56) 
其 中 ,grad (u, ) 表示 函数 wy 的 梯度 ,i,j ,大 分别 是 直角 坐标 系 Orys 三 个 坐标 轴 方 向 的 单位 矢 


量 


B=—grad(u,) =— (i+ Ss + 


真空 中 的 点 电荷 9 产生 的 电场 的 电场 强度 与 电势 分 别 为 


二 过 
E(r) xe" (3.57) 
与 
xu(r) 一 一 2 一 (3.58) 
dneor 


这 里 ,ev 是 真空 的 介 电 常数 ,r 是 空间 点 相对 于 点 电荷 的 位 置 矢量 ,= |r| ,单位 矢量 r。 一 r/r。 
根据 电场 强度 和 电势 的 全 加 原理 ,带电 量 为 Q 的 带电 体 所 产生 电场 的 电场 强度 和 电势 分 别 为 


El 由 


dneolar’ 人 


u(r)=— Et (3.60) 
4reoJa 三 


显然 ,计算 电场 强度 有 两 种 途径 ;一 是 根据 已 知 电荷 分 布 ,应 用 式 (3. 59) 用 积分 方法 计 
算 ; 二 是 车 已 知 电 势 分 布 , 利 用 式 (3. 56) 用 微分 方法 计算 。 同 样 ,计算 电势 也 有 两 种 方法 :一 
是 根据 已 知 电 荷 分 布 ,应 用 式 (3.60) 用 积分 方法 计算 ;二 是 车 已 知 电场 强度 分 布 , 利用 式 
(3.55) 用 积分 方法 计算 。 

1. 均 匀 带 电 直 线段 的 电势 与 电场 强度 

设 有 一 均匀 带电 直线 段 ,长 度 为 工 , 带 电量 为 9。 
点 己 到 直线 段 的 距离 为 a, 忆 与 直线 段 两 端 连 线 与 》 轴 
正方 向 夹 角 分 别 为 0, 和 0: ,如 图 3. 3 所 示 。 选 取 点 P 
到 直线 段 的 垂 足 为 原点 建立 坐标 系 ,坐标 轴 如 图 3. 3 所 
示 。 在 带电 直线 段 上 距 原点 y 处 取 一 线 元 dy, 其 上 带 
电量 为 dg 二 4dy, 其 中 4 一 9/L 为 电荷 线 密度 。 取 无 穷 
远 处 为 电势 零 参 考点 , 设 dy 到 点 的 距离 为 ~, 则 点 电 
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荷 dg 在 点 P 产生 的 电势 为 
du 一 了 dy (3.61) 


带电 直线 段 在 已 点 产生 的 电势 为 
RE .EE Ne (3. 62) 
4reo。r dxneody Varty 4reo y+Vartyr 


式 中 
一 一 acotb  ， y:=—acotl; (3. 63) 
为 了 推导 出 式 (3. 62) 更 为 简洁 的 表达 式 ,进行 积分 变量 转换 。 由 图 3. 3 中 的 几何 关系 
可 知 


y=atan(9— | 一 一 acotD 


dy =acsc*0d0 


r=Var ty =acsch 
将 以 上 三 式 代入 式 (3. 61) ,得 
du=-2—cscgdg 
4ren 
对 其 积分 就 是 直线 段 产生 的 电势 , 即 
一 他 Se: LA 0 
“一 让 上 cscbdb 一 这 [wen 和) 一 In (ran )] (3.64) 
带电 直线 段 在 点 已 产生 的 电场 强度 为 了 
E.= 和 (cosb — cos0,) (3.65) 
4reoQ 
E, =—4— (sing; 一 sing) (3.66) 
dneoa 
对 
二 一 半 ，p 二 4 
4 一 一 妆 ，p 一 了 (3.67) 
则 式 (3. 62) . 式 (3. 65) 和 式 (3. 66) 分 别 表示 为 
. VE 二 FF a 
sy dz _ gq lV-e) FF+(e) Cae8 
MreoL | YET dreoL Va FF a 
_ ga 1 全 一 站 汪 
E, re rT (3.69) 
(3.70) 


g 1 1 

B= | | 

位 于 距离 直线 段 右 端 L/4 的 垂 线 上 的 各 点 ( 见 图 3.4), 有 wa 一 一 %/L 一 1/4, 则 式 (3. 68) 和 
式 (3.69) 分 别 简化 为 

2 由 dz __g inVC3749 + +3/4 

dreoL lu Ver TF “4reoL VID FF —1/4 


(3.71) 


四” 吴 百 诗 . 大 学 物理 基础 (下 册 ). 北京 :科学 出 版 社 ,2007. 
一 铺 一 
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Py [ 3/4 U4 ] 
”4xeolL? Bp IVG3/4) :+P (LV4) 十 床 
(3.72) 
从 式 (3.71) 计算 E, 的 公式 为 
Re (3.73) 
程序 (3. 10) “分析 均匀 带电 直线 段 电场 中 电势 与 
电场 强度 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 : 取 q/4reu 二 1 及 L=1。 首 先 用 数值 积分 国 “4 
方法 计算 8 取 不 同 值 时 式 (3. 71) 第 一 个 等 号 后 的 积分 值 ,以 便 计算 电势 w(B) 的 近似 值 ,并 与 
式 (3.71) 第 二 个 等 号 后 解析 式 的 电势 计算 结果 进行 比较 ;然后 用 数值 微分 方法 计算 8 取 不 同 
值 时 式 (3.71) 第 二 个 等 号 后 的 电势 函数 微分 的 近似 值 , 计算 电场 强度 分 量 , 并 与 解析 式 
(3, 72) 计算 结果 进行 比较 。 
% 以 下 程序 段 用 数值 积分 方法 计算 式 (3.71) 第 一 个 等 号 后 的 积分 近似 值 ,计算 电势 ,并 与 式 (3.71) 第 
二 个 等 号 后 解析 式 的 电势 计算 结果 进行 比较 。 


global bt 
qe=1:1=1; % 为 简化 计算 公式 的 取 值 
N= 10; %N 是 数值 计算 积分 和 微分 点 的 数目 
bt00 = 1; bt01 = 1; %bt00 和 bt01 分 别 是 计算 点 序列 起 点 坐标 和 间隔 的 8 值 
br k = 1:1:N; 

btl(k) = bi00+ (k— 1) w biol; 

bt = btl(k)， 

Iv(k) = (qe/D * changtrap (‘funelel’, — 1/4,3/4,1e— 3); 

% 用 变 步 长 梯形 积分 程序 (3.5) 计算 式 (3.71) 第 一 个 等 号 后 的 积分 , 调用 了 函数 文件 
funelel. m 

end 


bt0 = btl(1):Cbtl(2) 一 btl(1)). /10:max(btl); 
By = (qe. 1D.* log((sqrt(0.75.-2 十 bt0.-2) 十 0.75)./ (sqrt(0. 25.-2 十 bt0.-2) — 0.25)); 
儿 式 (3.71) 第 二 个 等 号 后 解析 表达 式 的 计算 
figures 
plot(bto,R， 一 kbt,Iv，*k'); 
%% 绘制 电势 变化 曲线 , 实 线 为 解析 表达 式 曲线 * ”表示 数值 积分 计算 结果 
xlabel('\beta'); ylabel('uCVbeta)')， 5% 标注 坐标 轴 
% 以 下 程序 段 用 数值 微分 方法 计算 式 (3.71) 式 第 二 个 等 号 后 的 电势 微分 的 近似 值 ,计算 电场 强度 分 
量 , 并 与 解析 式 (3.72) 计算 结果 进行 比较 。 
for k= 1:1:N 
[L,n]= difflim ('funele2' ,btl(k) ,1e—2); 
闪 用 计算 微分 的 极限 方法 程序 (3. 7) 计 算式 (3.71) 第 二 个 等 号 后 电势 函数 的 微分 ,调用 了 函数 
文件 funele2. m 
IE(k) = 一 L(n,2); % 计 算 电 场 强度 分 量 近似 值 
end 
{E= (ge. /1.°2). * (0.75. /sqrt(0. 75. -2 十 bt0. -2) 十 0. 25. /sqrt(0. 25. -2 十 bt0.-2)). /btO; 
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% 电 场 强度 解析 式 (3. 72) 的 计算 结果 
figures 
plot(bt0,fE， 一 k',btl,IE, ok ); 

% 绘 制 电 场 强度 分 量变 化 曲线 , 实 线 为 解析 表达 式 曲 线 ,“o” 表 示 数 值 微分 计算 结果 


xlabel(^\beta') ;ylabel('E_x(\beta)'); ” % 标 注 坐 标 轴 


运行 程序 ,结果 如 图 3. 5 和 图 3.6 所 示 。 图 3. 5 是 电势 变化 曲线 , 实 线 为 式 (3. 71) 第 二 个 
等 号 后 解析 式 的 曲线 ,“* "表示 数值 积分 计算 结果 ;图 3. 6 是 电场 强度 分 量变 化 曲线 , 实 线 为 
解析 表达 式 (3. 72) 的 曲线 ,“o” 表 示 数 值 微分 计算 结果 。 


S 
~ 


程序 (3. 10) 中 调用 的 函数 funelel 由 程序 fnelel. m 定义 : 
function y =funelel (x) % 定义 程序 (3. 10) 中 的 被 积 函数 
global bt; 

y=1./sqrt(x.°2+ bt. -2); 
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函数 funele2 由 程序 funele2. m 定义 : 

function y 一 funele2(x) ”% 定义 程序 (3.10) 中 的 函数 

y 一 log((sqrt(0.75.-2 十 x.-2) 十 0.75). / (sqrt(0. 25.-2 十 x.-2) — 0.25)); 

2. 均匀 带电 国 环 的 电势 与 电场 强度 

电荷 g 均 匀 分 布 在 半径 为 R 的 圆 环 上 ,带电 圆 环 
在 空间 产生 电场 ,为 了 计算 电场 在 空间 的 分 布 ,建立 P(r.0.0)， 
如 图 3.7 所 示 的 坐标 系 。 根 据 问题 的 轴 对 称 性 ,选取 
计算 的 场 点 P 在 zOz 坐标 面 上 。 圆 环 上 S 处 的 点 电 
荷 dg 二 (gq/2xR)Rdg 在 场 点 P 产生 的 电势 和 电场 强 
度 分 别 为 2® 


je dg 一 dp x 
du= 一 Cr 
dreo |rp| 8rieo。 (R 十 天 一 2rRsingcosp) 图 3.7 
(3.74) 
dE dq re _ 9 (rsing— Reosg)i— Rsingj + rcosOk dp (3.75) 


Axes [rr Se (Ri+r—2rRsingcosg) 
对 以 上 两 式 进行 积分 ,得 到 圆 环 上 电荷 在 点 P 产生 的 电势 和 电场 强度 分 别 为 


_ 9 
“一 机 上 ( 杯 十 二 一 2rRSinjcosyp) 7 
sg [Crsing— Reosg)i— Rsingj + rcosOk 

Bat), (十 二 一 2 大 singcosp) Ts dP 0 
经 过 推导 ,得 到 电势 和 电场 强度 分 量 的 表达 式 分 别 为 
一 _9 K(k) 
“Tare (Rr Fr + 2rR eing) 三 (3.78) 
_g 1 2rzsinzbg 一 及 一 = 
bE, — ri rg Rr Tr FoR (开赴 二 RE 二 KG ) 
E,=0 (3.79) 
_ 2rcosg 
E. dn’eo (及 十 严 一 2rRsing) (R: +r +2rRsing) Dt 
式 中 
wa 4 
rw =[ OR sing) 80 
ED 一 | (1 一 尼 sinzb) dy (3.81) 
5 
分 别 是 第 一 类 全 椭圆 积分 和 第 二 类 全 椭圆 积分 。 其 中 
Rind (3. 82) 


TR’ +r +2rRsing 
应 用 龙 贝 格 积分 程序 (3. 6) 计算 所 得 的 第 一 类 、 第 二 类 全 椭圆 积分 值 列 于 表 3.7 中 ,椭圆 
积分 曲线 如 图 3. 8 和 图 3. 9 所 示 。 


四 “ 张 之 翔 . 贺 环 电荷 的 电势 的 几 种 算法 及 讨论 . 大 学 物理 ,2006,25(8) :7 10. 
加 ” 张 文 翔 . 均匀 带电 圆 环 的 电场 强度 . 大 学 物理 ,2012,31(5) :14 -16. 
= = 
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表 3.7 
大 01 [02 | 03 | 04 | os | os | 07 | os | 09 
Kk) 1.5747|1.586 9|1.6080|1.640 0|1.685 8|1.7508|1.8457|1.995 3|2.2805 
EEC) 1.566 9|1.555 0|1.534 8|1.505 9|1.467 5|1.418 1|1.3557|1.276 3|1.1717 
2.5 
2 
§ 
三 
| 


0 0.1 02 03 04 和 0.6 07 0.8 09 1 


图 3.8 


全 
名 


08 


E(A( #12) 


0.75 1 
0.7 4 


0.65 | 


O00 07 0 O04 05 0607 08 09 1 


图 3.9 


若 场 点 已 位 于 圆 环 的 对 称 轴 ( 即 = 轴 ) 上 , 即 9 一 0 或 0 一 r,sing 一 Or 一 z, 一 0,K(0) 一 
下 (0) =r/2, 式 (3.78) 和 式 (3.79) 简化 为 
E 


区 二 < 人 -一 一 上 
(一 条 e Rr TF EIT oy 
i 2z 二 i 
E.() =—me Rr Fm E:(*)=E,(z)=0 (3. 84) 


若 场 点 尸 位 于 圆 环 平面 内 ( 即 zx 轴 ) 上 , 则 9 二 x/2,sing 二 1,r 二 x, 以 及 
47R 4zR 4z/R a 


好 一 一 = 
R’?+zr’+2zR (R+z)’: (1 十 z/R) 
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式 (3.78) 简化 为 
PR 7 K(k) _ gqg 2 KD _2uO) K(k) 
2rieo |[R+zx| 2rieoR |1l+z/R| 4xeoR r [1 十 z/R| x |1 十 z/R| 
(3.86) 
其 中 ,wu(O) 二 g/(4xeoR) ,是 圆 环 中 心 点 O 的 电势 。 而 式 (3. 79) 简化 为 
| 1 _ 1 十 z/R 加 
一 CRI A TER (KH IRE 4) ) 一 
BL KW .EO) ) (3. 87) 
"(Cz/R)\I+z/R 1—z/R 


E,(z)=E.(z)=0 
其 中 ,E, ==g/ (4r*eoR*)。 
程序 (3. 11) ”绘制 x(z) /u(O)-z/R 和 E(zr)/E, -z/R 曲线 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :利用 龙 贝 格 积分 方法 计算 全 椭圆 积分 , 并 根据 式 (3.86) 和 式 (3.87) 绘制 
u(z) /u(0)-x/R 和 E(xz)/E, -x/R 曲线 。 


xR1 = 0.0:0. 05:0. 92, KxR=x/R (x<R) 
xR2 = 1.05:0.05:5; HxR=x/R (x>R) 


kl = sqrt(4. » xR1). /(1+ xRLD); % 公式 (3. 85) 
k2 = sqrt(4. « xR2). /(1 + xR2); 外 公式 (3.85) 
global eK cE: 
nl = length(kl; 
br1= 1:1:nl 
eK = kl(D; cE = kl(D; 
K1(D) = rombergiCfunK’,0,pi. /2,1e— 6); 
% 用 龙 贝 格 积分 方法 程序 (3.6) 计算 式 (3. 80) 定义 的 第 一 类 全 椭圆 积分 K(k) ,调用 了 函数 文 
件 anK. m 
El(D = rombergiCfunE',0,pi /2,1e— 6); 
% 用 龙 贝 格 积分 方法 程序 (3.6) 计算 式 (3. 81) 定义 的 第 二 类 全 椭圆 积分 E(k) ,调用 了 函数 文 


件 funE.m 
end 
n2 = length(k2); 
frI= 1:1:n2 


cK = k2(D; cE = k2(D; 
K2(D = rombergi(fanK’,0,pi. /2,1e— 6); 
% 用 龙 贝 格 积分 方法 程序 (3. 6) 计算 式 (3. 80) 定义 的 第 一 类 全 椭圆 积分 K(k) ,调用 了 函数 文 
件 funK.m 
E2(1) = rom bergi( lunE’,0,pi. /2,1e— 6); 
外 用 龙 贝 格 积分 方法 程序 (3. 6) 计算 式 (3. 81) 定义 的 第 二 类 全 椭圆 积分 E(k) ,调用 了 函数 文 


件 fnE.m 
end 
IU1 = 2.* Kl./(pi. * (1 + xRD); % 用 公式 (3.86) 计算 u(z)/u(O) 
IU2 = 2. * K2. /(pi. * (1 + xR2)); % 用 公式 (3. 86) 计算 u(z)/u(O) 
IE1 = (1./xR1). * (K1. /0 二 xRD 一 El./0 一 xR1)); 站 用 公式 (3.87) 计算 E(x)/E。 


we 
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JE2 = (1. /xR2). *(K2. /(1 十 xR2) 一 E2./(1 一 xR2)); % 用 公式 (3.87) 计算 E(x)/E。 
figure 

plot(xR1,1U1,'k’,xR2,TU2,k"); % 绘制 u(x)/u(O) - r/R 曲线 

axis([0 5 0 2.0]); 

xlabel('x/R') ;ylabel(’U/UC(O)); 

人 gures 

plot(xR1,IE1，k' ,xR2,IE2，k'); % 绘制 E(z)/E, - z/R 曲线 

axis([05 一 10 15])， 

xlabel(’x/R') ;ylabel('E/E_0'); 


程序 运行 结果 如 图 3. 10 和 图 3. 11 所 示 。 


二 > 


MO) 


3.7.2 载 流 直线 段 的 磁感应 强度 
根据 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 ,真空 中 的 通电 导线 ! 在 点 P 产生 的 磁感应 强度 B 为 


= 
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B= | TX (3. 88) 
dni rr 


式 中 ,yo 是 真空 的 磁 导 率 ,r 是 导线 上 的 电流 元 Id 
到 点 P 的 位 置 矢量 ,r == |r| ,单位 矢量 r=r/r.1 是 
导线 中 的 电流 强度 。 

如 图 3.12 所 示 的 载 流 直 导线 在 点 P 产 生 的 磁 感 
应 强度 B 的 大 小 为 


-kf ad 
Be (a +) 


ii 区 站 
[ep Fy (3. 89) 


式 中 ,y, 与 y; 分 别 为 直 导 线 两 端的 坐标 ,a 为 P 点 到 直 导 线 的 距离 。 导 线 长 度 工 二 y, 一 y,, 借 
助 于 a 二 一 y1/L 和 p= 二 a/L, 式 (3.89) 重新 写成 


BI™ _ Bde .pi 1 一 “ a 
B=B.(8)]. (P+e)™ a3) [rt mst] 
其 中 ,B, 二 pyo1/(4na) 。 利 用 图 中 给 出 的 两 个 角 9, 与 9 , 式 (3. 89) 又 能 表示 为 了 
B=kl (cosg, — cos0,) (3.91) 
4xa 


程序 (3. 12) ”绘制 平行 于 直 导 线 的 直线 上 磁感应 强度 分 布 曲线 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 : 取 有 =a/L 为 固定 值 ,利用 变 步 长 梯形 积分 方法 计算 a = 一 yi/L 取 不 同 值 时 式 
(3. 90) 中 第 一 个 等 号 后 的 积分 表达 式 给 出 的 B, 并 与 式 (3. 90) 中 第 二 个 等 号 后 的 结果 进行 


(3.90) 


比较 。 
global bts 
bt=3; Hp=a/L 
af = —1/4:1/4:5/4 %e = 一 yy/L 的 变化 范围 
n = length(af); 
brl= 1:1:n 
BI(D = (bt/2) * changtrap (‘funMag’, — af(D) ,1— af(D,le— 4); 
% 利用 变 步 长 梯形 积分 程序 (3. 5) 计算 公式 (3. 90) 中 第 一 个 等 号 后 公式 表示 的 B 
end 
af2 = —1/4:1/10:5/4: %e = —y/L 


BF = (1/2). * ((1 一 af2). /sqrt(bt -2 十 (1 一 af2).-2) 十 af2. /sqrt(bt -2 十 af2.-2))， 
% 计算 公式 (3. 90) 中 第 二 个 等 号 后 公式 表示 的 B 

figure 

plot(af 一 0.5.BI. * k',af2 一 0.5,BF.' 一 k); % 绘制 磁场 分 布 曲线 

axis([ 一 0.8 0.801.1])， 

xlabel('y/LDiylabel('B/B_o0); 

gtext(\beta = 3. 00); % 注意 beta = bt 


中 吴 百 诗 . 大 学 物理 基础 (下 册 ). 北京 :科学 出 版 社 ,2007. 
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对 于 不 同 的 8 值 ,运行 程序 的 结果 如 图 3. 13 所 示 。 可 见 , 当 a/L 二 0.10 时 ,在 长 度 等 于 直 
导线 长 度 一 半 的 范围 内 ,磁感应 强度 变化 不 大 ; 当 a/L=1.0 时 ,在 长 度 等 于 直 导 线 长 度 的 范围 
内 ,磁感应 强度 变化 明显 ; 当 a/L =3.0 时 ,在 长 度 等 于 两 倍 直 导 线 长 度 的 范围 内 ,磁感应 强度 
基本 不 变 。 


1 1 
08 08 
5 =0.01 5 =0.10 
0.6 0.6 
3 
0.4 0.4 
02 02 
0 0 
-08 -06-04-03 0 02 04 06 08 -0.8-0.6-04-03 0 02 04 06 0.8 
ML ML 
(a) (b) 
1 | 
0.8 08| 
=1.00 B=3.00 
0.6 和 od 
上 a | 
0.4 | 04| 
02 ol 
et 
0 ol 
-08-06-04-02 0 02 04 06 08 -08-06-04-02 0 02 04 06 0.8 
WL ML 
(©) (d) 
图 3.13 
习 题 


1， 确定 下 列 求 积 公式 中 的 常数 ,使 其 代数 精度 最 高 ,并 指出 实际 代数 精度 。 
(CD red ~ Aosf (0)+A SI +ASL); 
(2) | rd ~ALfC—D+2f(r)+3f (zr) ]. 


2. 用 代数 精度 的 定义 ,直接 验证 辛普森 公式 具有 3 次 代数 精度 。 
3. 推导 下 列 和 矩形 积分 公式 的 截断 误差 ,并 说 明 几 何 意义 。 


CD fe dr ~ 6— a f(a) .截断 误差 一 全 (2 G—a) i k Eb)s 
(2) far ~ (6— a fb) ,截断 误差 一 一 全》 (6—a) ,8 Elab); 


/dr ~ 名 一 中/ (9 和 3) , 茂 断 误差 R 一 与 亿 (一 a)3,eE(a,D) 。 


= 
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4. 车 z+ E[as 妇 ,f(z) >>0, 证 明 用 梯形 求 积 公式 计算 积分 | (z) dz 所 得 结果 比 准确 值 
大 ,并 说 明 其 几何 意义 。 
5. 坛 分 别 用 棉 形 公式 、 辛 普 森 公式 和 柯 符 斯 公式 按 五 位 小 数 计算 积分 \/ 王 「 至 dx。 


(准确 值 为 0. 682 69) 
6. 分 别 用 复 化 梯形 公式 、 复 化 辛普森 公式 和 复 化 柯 特 斯 公式 计算 下 列 积分 : 


CD \/ 王 dr， (要 求 将 积分 区 间 4 等 分 ) 


2 | dz (要 求 将 积分 区 间 8 等 分 ) 
(3) | zsinrdri (要 求 将 积分 区 间 8 等 分 ) 
7. 已 知 函 数 数据 表 , 见 表 3. 8。 
表 3.8 
T Ti 1.3 1.5 
er 3.0042 3.6693 4.481 7 


试 分 别 用 复 化 梯形 公式 和 辛普森 公式 计算 积分 | “erdz。 
8. 已 知 | /Cz) dz 一 2, 且 给 出 以 下 数据 胡 ( 见 表 3. 9 
表 3.9 


试用 复 化 辛普森 公式 求 /(0.7) 的 近似 值 。 
9. 着 分 别 用 复 化 梯形 公式 、 复 化 辛普森 公式 和 复 化 柯 特 斯 公式 计算 | dr, 要 求 计算 结 


果 有 6 位 有 效 数字 , 间 步 长 应 各 取 多 少 ? 
10. 用 龙 贝 格 方法 计算 下 列 积分 : 


GD | dr， (要 求 结果 精确 到 10-: ) 


(2) | 1 _dz， (要 求 二 等 分 4 次 ) 


3 
C3) | seosrdr; (要 求 结果 有 4 位 有 效 数字 ) 
11. 已 知 函 数 表 , 见 表 3. 10。 
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表 3.10 
I | 1.0 | 1.1 | 1.2 | Wi | 1.4 
fr) | 0.2500 0.226 8 [上 0.206 6 | 0.1890 | 0.173 6 


用 三 点 公式 计算 广 (1.0). 广 (1.1) 和 (1.2)。 

12. 设 1(z)=exp(z) 。 

(1) 步 长 h 分别 取 0.1.0.01,0.001, 利 用 式 (3.40) 计算 广 (2. 3) 的 近似 值 ,精度 为 小 数 点 
后 8 位 或 9 位 ; 

(2) 与 六 (2.3) 一 exp(2.3) 进行 比较 ; 

(3) 确定 截断 误差 的 边界 ,对 三 种 情况 均 使 用 | /> (c) | 过 exp(2.4) 之 11.023 176 38。 

13. 设 fr)=sinr,z 单 位 为 rad。 

(1) 步 长 记分 别 取 0.1 和 0.01, 利用 式 (3.43) 计算 (0.8) 的 近似 值 ,并 与 矿 (0.8) = 
cos0. 8 进行 比较 ; 

(2) 利用 式 (3. 44) 的 外 推 公式 计算 (1) 中 (0. 8) 的 近似 值 ; 

(3) 确定 (1) 中 截断 误差 的 边界 ,对 所 有 情况 均 使 用 | /“”(c) | < cos0. 6 = 0. 825 335 615。 

14. 误差 函数 的 定义 为 


ef 二 | “dt 
对 区 间 进 行 8 等 分 , 分 别 用 三 种 复 化 积分 方法 计算 工 一 0.2,0.3 时 的 函数 值 , 并 将 结果 与 
MATLAB 内 部 函数 erf(z) 给 出 的 结果 进行 比较 。 
15. 理想 气体 麦克 斯 韦 速率 分 布 函数 为 
(oa) 一 4 如 (5) ep( 路 ) 
式 中 ,mm 为 气体 分 子 质量 ,k 为 玻 耳 兹 曼 常 量 ,T 为 气体 的 开尔文 温度 。 以 最 概 然 速率 w 一 


2 能 够 将 麦克 斯 韦 速率 分 布 函 数 表示 为 


1 去 ( 信 )ee(- 号 ) 

已 知 室温 (27YC ) 下 氢气 分 子 的 最 概 然 速率 w 二 1 578m/s, 试 用 变 步 长 梯形 求 积 方法 计算 室温 
下 氧气 分 子 中 : 

(1) 速率 在 0 一 w 间隔 内 的 分 子 数 占 总 分 子 数 的 百分比 ; 

(2) 速率 在 0 一 3. 3v, 间隔 内 的 分 子 数 占 总 分 子 数 的 百分比 ; 

(3) 速率 在 3 X 10' 一 3 X 10* m/s 间隔 内 的 分 子 数 占 总 分 子 数 的 百分比 。 
要 求 精度 为 10“。 

16. 菲 湿 耳 积分 在 分 析 光 的 菲 涅 耳 衍射 时 非常 重要 , 它 定义 为 

co) = eos ad, sr) = [sin de 


试用 龙 贝 格 方法 计算 积分 近似 值 ,完成 下 列 菲 涅 耳 积分 表 ( 见 表 3. 11, 要 求 精度 为 10“) 。 
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表 3.11 
渤 0.5 1.0 5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 
CCr) 
Scr) 


17. 以 大 角度 振动 单 摆 的 振动 周期 是 


7 


do 


/1 一 sin (00/2) sin'0 
式 中 ,T, 二 2xVl/g 是 摆 角 幅 值 0, 很 小 时 单 摆 振 动 的 周期 ,mm 为 摆 球 质量 ,! 为 摆 长 ,g 为 重力 加 
速度 。 试 分 别 用 变 步 长 梯形 积分 方法 和 龙 贝 格 积分 方法 计算 数值 积分 ,完成 关于 单 摆 振 动 周 
期 T/T, 与 摆 角 幅 值 9,。 关系 的 表格 ( 见 表 3. 12, 要 求 精度 为 10“)。 


表 3.12 
1.0 


7.0 10.0 | 


15.0 | 20.0 | 25.0 | 30.0 


并 确定 | T 一 T, | /T。 =0.05 时 ,b 的 近似 值 。 


18. 电压 EE=E(t) 满足 关系 式 下 (t) =L(dI/dt) 十 RIGD) ,其 中 尺 是 电阻 ,L 是 电感 。 设 RR 
二 2, 上 二 0.05, 而 且 10) 的 值 如 表 3. 13 所 示 。 


表 3.13 
Us 1.3 1.4 

I(D /A 4.526 0 2.912.2 
(1) 通过 数值 微分 求 (1.2) ,并 用 它 计 算 E(1.2); 
(2) 比较 计算 结果 与 1(1) = 10e“"sin(22) 给 出 的 准确 值 
19. 一 个 物体 的 运动 距离 了 = D(z) 如 表 3. 14 所 示 。 

表 3.14 

1/s 8.0 9.0 10.0 11.0 12.0 

DCO) /Im | 17.453 | 21.460 25.752 | 30. 301 35. 084 
(1) 通过 数值 微分 求 速率 v(10); 


(2) 比较 计算 结果 与 D() = 一 70 十 7 十 70e ”给 出 的 准确 值 。 


20. 为 了 计算 载 流 圆 线 圈 ( 半 径 为 R, 电 流 强度 为 D) 产生 的 磁场 ,建立 如 图 3. 14 所 示 的 柱 
坐标 系 。 根 据 问题 的 轴 对 称 性 ,选取 计算 的 场 点 了 在 zOy 坐标 面 上 . 点 Pp.0,z) 处 磁感应 
强度 的 三 个 分 量 分 别 为 


外 ”朱平 . 圆 电 流 空间 磁场 分 布 . 大 学 物理 .2005.24(9):13 一 17- 
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B aol [天 zRcosydy gol | zReosydy 

” 4xJo (z+p’+R’—2pReosy)” 2x Jo (z+p’+R’—2pRcosy) 
B bl zRsinydy aad 

7 4r J (z+p’+R’—2pReosy) 
B. ol” R(R— pcosy) dy = 名 R(R— pcosy) dy 

* 4x (z+p +R —2pReosy)™ 2r Jo (x +p +R:—2pReosy) 5 


(3. 92) 


经 过 推导 ,不 为 零 的 两 个 分 量 又 表示 为 
B, -lk (- 2K (Kk') + 2—& Ek’) ) 
8rpVoR lh 


pol’ (gk) 4 RT— Qk) pp 
B。 x( Wt ECk') ) 


(3.93) 
式 中 


六 E sR 11- 4p/R 1 
z+ (p+R) (z/R) 十 (1 十 p/R)5 | 


(3.94) 
显然 ,k 二 1。 函数 K(k') 和 E(k) 分 别 是 第 一 类 全 椭圆 积分 和 第 二 类 全 椭圆 积分 , 由 式 
(3.80) 和 式 (3.81) 给 出 。 
若 场 点 尸 位 于 圆 线圈 的 对 称 轴 ( 即 = 轴 ) 上 , 则 p==0,k =0,K(0) =E(0)=x/2, 式 (3.93) 
简化 为 


B,=0 
B = Les JR | (3,95) 
* 2 (Rte) 
若 场 点 了 位 于 圆 线圈 平面 内 , 即 x 二 0 及 
fe (3. 96) 


式 (3.93) 简化 为 


B, =0 
B.=B: PE (Kt) +t RE ) | (3.97) 
其 中 ,B,(O) 二 po1/ (2R) ,是 圆 线圈 中 心 点 O 的 磁感应 强度 。 

根据 以 上 公式 ,完成 以 下 工作 : 

(1) 应 用 变 步 长 积分 方法 计算 积分 ,利用 式 (3. 92) 分 析 圆 线圈 轴线 上 的 磁感应 强度 B. 随 
场 点 坐标 = 的 变化 ,并 与 解析 表达 式 (3. 95) 的 结果 进行 比较 ; 

《2) 应 用 龙 贝 格 积分 方法 计算 积分 ,利用 式 (3. 92) 分 析 圆 线圈 平面 内 的 磁感应 强度 B. 随 
场 点 坐标 p 的 变化 ,并 与 式 (3. 97) 的 计算 结果 进行 比较 。 

21. 对 于 图 2. 14 所 示 的 单 色光 衍射 系统 , 菲 涅 耳 衍射 公式 为 


_expdkz) (~ [jy | 这 
Uw = 全 | (ED exp| 关 [z+ 一 D] dsdy (3.98) 


4rVPIR 


= 40 
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夫 琅 禾 费 衍射 公式 为 


exp(jkz) exp 其 (zx: +) rm 2 
Udz,y) 一 人 太太 Gexp| 一 i 息 cxe 十 四 ) ] dedy 


(3. 99) 

(1) 矩形 孔 的 衍射 。 设 衍射 屏 是 带 有 和 矩形 孔 的 不 透 光 薄板 ,矩形 孔 的 中 心 与 坐标 原点 重 

合 , 四 边 分 别 与 4 轴 与 5 轴 平 行 , 边 长 分 别 是 2W* 和 2W,。 在 垂直 于 衍射 屏 的 单位 振幅 平行 光 
波 照射 下 , 透 过 衍射 屏 的 光波 复 振幅 为 


你 del< We 天 ) 
LU Ge rect (a ) ect (gh) tt (3, 100) 


代入 式 (3. 98) ,得 到 矩形 孔 菲 涅 耳 衍 射 的 光 场 复 振幅 分 布 为 
Uz) = PY) (LCGes) — Ca FS — Sj] 


{[Ccde) 一 CD)]+j[Sde.) 一 SG ]} (3.101) 
式 中 了 
A 
coop)=| sd sn) = sin 


是 菲 涅 耳 积 分 函数 ,并 且 


Wt) Wz) 
党 
由 = 一 \/ 芝 (二 7， 忆 一 度 (W, 一 光 


把 式 (3. 100) 代入 式 (3. 99) ,得 矩形 孔 夫 琅 禾 费 衍射 的 光 场 复 振幅 分 布 为 


_ AWeW, jE 2Wez) ,2Woy 
Dn expGke)exp[ 关 人 + |sine(SEe ) sinc( ) (3.102) 
其 中 
_ sin(xx) 
sinc(r) a 


(2) 圆 孔 的 衍射 。 当 透 过 衍射 屏 的 光 场 复 振幅 为 U'(&,7) =U (9e) 时 , 即 光 场 复 振幅 具有 
圆 对 称 性 , 菲 涅 耳 衍 射 积分 式 (3. 98) 改写 为 
kg? 


Ur) =Eexpdike) exp(i) 三 Urol (如 )exp( 逻 )ada (3. 103) 


式 中 ,gq 一 VE 十 下 ,rr 一 Vx 十 y ,Jo (zx) 是 零 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 。 
设 衍射 屏 是 带 有 圆 孔 的 不 透 光 薄 板 , 圆 孔 的 中 心 与 坐标 原点 重合 ,半径 为 RR。 在 垂直 于 衍 

射 屏 的 单位 振幅 平面 光波 照射 下 , 透 过 衍射 屏 的 光波 复 振幅 为 
,gq\_ll (<R) 

U (=cire( 癌 )= ry 


代入 式 (3. 103) ,得 到 圆 孔 菲 涅 耳 衍 射 的 光 场 复 振幅 分 布 为 


(3.104) 


中 季 家 詹 . 高 等 光学 教程 光学 的 基本 电 研 理论 . 北京 :科学 出 版 社 .2007. 
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2z = 2z 


把 式 (3. 104) 代入 式 (3. 99) ,得 到 圆 孔 夫 琅 禾 费 衍射 的 光 场 复 振幅 分 布 为 
Un = exp Ghz) exp 人 (22 ) | 


UW =Eexphe) exp( 因 ) J, (22) exp(ME )gdg (3.105) 
3 ‘ 


(3.106) 


ER 
本 


式 中 ,函数 (z) 是 一 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 。 

选择 合适 的 数值 积分 方法 ,完成 以 下 研究 任务 : 

(1) 分 别 依据 式 (3. 98) 和 式 (3. 101) ,计算 式 (3. 100) 描述 的 矩形 孔 菲 涅 耳 衍 射 光 场 的 强 
度 分 布 , 并 对 依据 式 (3. 98) 和 式 (3. 101) 进行 的 数值 计算 过 程 进 行 比较 

(2) 依据 式 (3. 99) ,计算 式 (3. 100) 描述 的 矩形 孔 夫 琅 禾 费 衍射 光 场 的 强度 分 布 , 并 与 式 
(3. 102) 给 出 的 结果 进行 比较 ; 

(3) 依据 式 (3. 105) ,计算 式 (3. 104) 描述 的 圆 孔 菲 涅 耳 入 射 光 场 的 强度 分 布 , 并 将 满足 夫 
琅 禾 费 近 似 条 件 情况 下 的 计算 结果 与 式 (3. 106) 给 出 的 结果 进行 比较 ; 

(4) 依据 式 (3. 99), 计 算式 (3. 104) 描述 的 圆 孔 夫 琅 禾 费 衍射 光 场 的 强度 分 布 ,并 与 式 
(3. 106) 给 出 的 结果 进行 比较 。 
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在 科学 研究 和 工程 计算 中 ,许多 问题 的 解决 都 涉及 线性 代数 方程 组 的 求解 ,例如 电路 分 
析 、 插 值 问 题 . 函 数 拟 合 、 非 线性 问题 的 线性 化 .有 限 差分 法 有 限 元 方法 等 等 。 因 此 ,在 数值 计 
算 方 法 中 ,线性 代数 方程 组 的 求解 具有 基础 性 地 位 。 

求解 线性 代数 方程 组 的 数值 方法 可 以 分 为 两 大 类 ,一 类 是 直接 法 (也 称 精确 解法 ) , 另 一 类 
是 迭代 法 。 所 谓 直 接 法 ,就 是 在 不 考虑 会 人 误差 的 情况 下 ,通过 有 限 步 运算 就 可 以 得 到 方程 组 
精确 解 的 求解 方法 。 本 章 介绍 的 高 斯 消去 法 和 三 角 分 解法 是 两 类 最 基本 的 直接 法 ,它们 对 求 
解 以 中 低 阶 (x 一 100) 稠密 矩阵 为 系数 矩阵 的 方程 组 非常 有 效 。 所 谓 和 迭代 法 ,就 是 从 选取 的 
初始 解 向 量 出 发 ,通过 反复 代 人 和 迭代 公式 ,建立 线性 代数 方程 组 的 解 向 量 序列 , 若 解 向 量 序列 
的 极限 存在 , 则 这 个 极限 就 是 线性 方程 组 的 精确 解 向 量 。 选 代 法 较 适 用 于 求解 系数 矩阵 为 大 
型 稀 政和 矩 阵 的 方程 组 。 由 于 在 实际 计算 时 ,只 能 进行 有 限 次 迭代 ,所 以 即使 不 考虑 合 人 误差 ， 
也 只 能 得 到 近似 解 。 这 里 只 介绍 简单 迭代 法 和 赛 德尔 迭代 法 。 


4.1 和 解 线性 方程 组 的 直接 法 
关于 未 知 量 ,x:,… ,Zz, 的 元 线性 代数 方程 组 通常 表示 为 


auzil 十 aarzz tT" + anr, =b | 


azzi 十 az 二 "十 amz, =b: | 


(4.1) 
Qn Zi 十 asszz 十 "十 amzn 二 bb, 
其 中 , 和 6b,(i,j = 二 1,2,…,n) 是 常数 。 方 程 组 式 (4.1) 可 以 简写 为 
ar = 和 (i=1,2.,m) (4.2) 
1 
还 可 以 表示 为 矩阵 形式 
Ar =b (4.3) 
式 中 
[aa an [zi [bh 
| [bs 
A= [a;]= : 5 x 一 | b=|. (4.4) 
: |: 3 
| 
lan aw 区 b, 


称 A 为 系数 和 矩阵 ,x 为 解 向 量 ,b 为 常数 向 量 。 
当 系 数 矩 阵 4 的 行列 式 D = det(4) 天 0( 即 4 为 非 奇异 方 阵 ) 时 ,由 克 莱 姆 (Cramer) 法 
则 ,方程 组 hr = 的 解 唯一 存在 , 它 是 
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z=D (i=1,2,%,n) (4.5) 


式 中 ,D, 是 用 常数 向 量 代替 系数 矩阵 4 的 第 i 列 元 素 所 得 矩阵 的 行列 式 。 

从 理论 上 讲 , 用 克 莱 姆 法 则 总 能 求 出 线性 方程 组 的 精确 解 。 但 当 方 程 组 阶 数 较 高 时 ,求解 
计算 量 太 大 ,计算 机 运行 时 间 过 长 。 用 克 莱 姆 法 则 解 一 个 ” 阶 方程 组 ,需要 计算 ”十 1 个” 阶 行 
列 式 。 一 个 n 阶 行列 式 有 n! 项 ,每 一 项 含有 n 个 因子 ,因此 计算 一 个 阶 行列 式 需 要 进行 
n1(n 一 1) 次 乘法 ,n! 一 1 次 加 法 。 解 一 个 n 阶 方程 组 , 共 进 行 乘法 运算 n1(n 一 1) (n 十 1) 次 ， 
加 法 运算 (n! 一 1) (n 十 1) 次 ,除法 运算 次 。 解 一 个 20 阶 的 线性 方程 组 , 单 就 乘法 运算 次 数 
就 达 


20!X (20 一 1) (20 十 1) ~ 9.707 X10” 次 
用 每 秒 运算 1 亿 次 的 计算 机 计算 ,需要 计算 


9.707 X 10” 
10° 


这 是 难以 想象 的 。 因 此 ,必须 研究 线性 代数 方程 组 更 为 有 效 的 数值 求解 方法 。 
4.1.1 三 角 方 程 组 的 求解 方法 
为 了 便于 后 面 讨论 ,这 里 先 介绍 对 角 方 程 组 .下 三 角 方 程 组 和 上 三 角 方程 组 等 三 角形 方程 


一 9.707 X 10*s < 307 815 年 


组 的 解法 。 
1. 对 角 方 程 组 
对 角 方 程 组 的 系数 矩阵 是 对 角 矩 阵 , 即 
dn 0 » 0] 
0 ds … 0 
et 
0 0 d. | 
方程 式 (4.2) 简化 为 
dixi=b: 人 i 一 1,2 (4.6) 
显然 d, 关 0, 方 程 组 由 个 独立 的 一 元 一 次 方程 构成 ,其 解 为 
二 外 Gi=1,2,0% ,m0) (4.7) 
2. 下 三 角 方程 组 
下 三 角 方程 组 的 系数 矩阵 是 下 三 角 和 矩阵 , 即 
fy 0 … 0 
ln ls + 0 
A=L=|" 和” (4.8) 
a le Li 
方程 式 (4. 2) 表示 为 
3 (4.9) 
去 


设 占 关 0G 二 1.2,…,n) ,从 前 ;一 1 个 方程 解 出 未 知 量 zi ,zz,…,zi 后 ,代入 第 i 个 方程 
一 08 = 
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就 能 求 出 未 知 量 xz, 。 方 程式 (4.9) 的 解 为 


eS o 
Br (i=1,2,"… ni 3 =0) 
3. 上 三 角 方程 组 
上 三 角 方 程 组 的 系数 矩阵 是 上 三 角 和 矩阵 , 即 
入 uy Dp 
0 uw Wan 
Wd : 
[0 0 … am 
方程 式 (4. 2) 就 是 


ur 一 总 (=1,2,. ,nm) 


(4. 10) 


(4.11) 


(4,12) 


设 w 关 0G 二 1,2,…,n) ,从 第 i 十 1 到 第 个 方程 解 出 未 知 量 z,n4 ozs，… 1z,, 代 和 第 5 


个 方程 就 能 求 出 未 知 量 x,。 方 程式 (4. 12) 的 解 为 
b= Da 


be 


人 一 mm 一 1 1; 3) =0) 


J 


上 面 介绍 的 求解 下 三 角 方 程 组 和 上 三 角 方 程 组 的 方法 通常 称 为 回 代 法 。 
程序 (4. 1) ”用 回 代 法 解 上 三 角 方 程 组 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 回 代 法 解 上 三 角 方程 组 Ux 一 b。 

function x = uptriangleCU,b) 

入 输入: U 一 一 上 三 角 方程 组 的 系数 矩阵 (N x N, 非 奇异 ) 

% b 一 一 上 三 角 方程 组 的 常数 向 量 (N X 1) 

% 输出 : x 一 一 上 三 角 方 程 组 的 解 向 量 (N x 1) 


I, 


n = length(b); %n 是 向 量 b 的 长 度 
x = zeros(n,1); % 初始 化 解 向 量 x 
x(Cn) 三 bm)/UCnsn); %% 求 出 
fork 二 0 一 1: 一 1:1 ”%% 回 代 求解 
x(k) = (b(k) 一 U(k,Ck 十 D:n) x(k+ Dm)/UCk): 5 公式 (4.13) 
end 


用 程序 (4. 1) 解 方程 组 


3z 一 2z: 十 Ts 一 Z4 


4z; 一 十 2r, 一 一 3 
2z, 十 3z 一 11 
5z4 =15 


在 MATLAB 命令 窗口 中 输入 : 


>>>U=[3, 一 2,1,. 一 1; 0,4, 一 1,2; 0,0,2,3; 0,0,0,5]; % 输入 系数 和 矩阵 
>> b=[8, —3,11,15]’; % 输入 常数 向 量 
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>> x=uptriangle(U,b) % 调用 程序 (4. 1) 解 方程 组 
输出 结 

x=[2—213] 
即 方程 组 的 解 向 量 是 x 二 [2 一 2 1 3]。 


4.1.2 高 斯 消去 法 


高 斯 (Gauss) 消去 法 是 求解 线性 代数 方程 组 的 一 种 古老 方法 ,目前 它 仍然 是 用 计算 机 解 
以 低 阶 稠密 矩阵 为 系数 矩阵 方程 组 的 有 效 方法 。 

高 斯 消去 法 分 两 步 进行 :中 消 元 过 程 。 通 过 对 方程 组 做 初等 变换 (如 方程 组 中 两 个 方程 
交换 位 置 方程 组 中 一 个 方程 的 若干 倍 与 另 一 方程 相 加 等 ) ,逐步 消去 部 分 方程 中 的 部 分 未 知 
量 , 把 方程 组 转化 为 同 解 的 上 三 角 方 程 组 。@ 回 代 过 程 。 用 回 代 法 解 上 三 角 方 程 组 。 

1. 顺序 高 斯 消去 法 

(1) 消 元 过 程 。 为 了 符号 统一 , 记 a 匈 一 ay ,a 一 bi 一 1,2,…,2)，, 则 方程 组 式 (4.1) 
改写 为 

4 包 开 十 a 人 zz 十 十 oa 各 zs 一 ae] 
a zi 十 aT: 十 十 a 二 a 

(4.14) 
a zi + a zr + 十 ar, 一 ago 


第 1 次 消 元 :如 果 a 镶 去 0, 对 第 1 个 方程 的 各 项 均 除 以 af 一 ai , 则 各 项 系数 成 为 


(0) 
= =1,2,, 
en GO 一 1, 2 十 1) 


第 2 个 到 第 个 方程 分 别 减 去 a (i 二 2,3,…,n) 乘 变化 后 的 第 1 个 方程 afPz， 一 af ,就 
消去 了 这 些 方程 中 的 未 知 量 xz, ,其 余 各 项 系数 变 成 


oy 
—aP YG=2,3,0 nj =2,3,. 1 二 1) 
四 


方程 组 式 (4. 14) 转化 为 


十 az 十 … 十 afDz 王 af 


a zz + "+a zr, =a 


a z2 二 "十 aw rs =awen 


第 2 次 消 元 :如 果 中 了 0, 对 第 2 个 方程 的 各 项 均 除 以 a 给 ,各 系数 成 为 


a = 入 OG =2,3, ,n+1) 


第 3 个 到 第 个 方程 分 别 减 去 a9 (i 二 3,4,…,n) 乘 变化 后 的 第 2 个 方程 az， 一 af ,就 
消去 了 这 些 方程 中 的 未 知 量 x ,其 余 各 项 系数 表示 为 


同一 ai — a a 一 at SD C=3.4.0n3j =3,4,.0,n+1) 
? 


方程 组 又 转化 成 
10 一 
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) Wi a 

Tia zt+a r+ 二 ai? zs =alint 
站 a 

zz 十 a 团 Zz3 十 十 a 多 I 一 a 


(2) cn 
a Ts 十 … 十 Qin 工 ,二 agintl 


a 十 一 十 a 多 x， 一 a 
设 第 4 一 1 次 消 元 后 方程 组 是 


Ti 十 0 全 za 十 ao 中 zs 十 … 十 ai 一 af 


Zaz 十 4 外 十 … 十 oa 名 z 一 0 号 


Tair 二 a, =al hn (4.15) 


十 和 十 一 上 让 


a Dr 二 -十 a Dr, 二 a 


第 次 消 元 (1 近 4 所 四: 如果 ao 生 ”天 0, 对 第 4 个 方程 的 各 项 均 除 以 ea 人” ,各 项 系数 变 为 


一 2 十 1 十 1) (4. 16) 
8 
第 k 十 1 到 第 个 方程 分 别 减 去 a 千 "(i 二 k 十 1,…,n) 乘 变化 后 的 第 个 方程 yapz, = 
名 
a ,就 消去 了 方程 中 的 未 知 量 x ,其 余 各 项 系数 表示 为 
CD 
=a a a ll) 
四 
(4.17) 
方程 组 转化 成 
Tit+ald ra zt t+aldz, =alin 
Ti 十 a 办 z3 十 "十 a 二 a 
Ti 二 amr 二 十 a 多 z, 二 a (4.18) 
a 和 mT 十 …… 十 Ga 各 zs 一 Ga 各. 
ae 十 交 十 Q 和 并 一 QH 
经 过 nn 次 消 元 后 ,方程 组 转化 为 上 三 角 方 程 组 
zita zr: a r+" 二 +ad ,=a 
十 a 息 HzHl 十 和 十 a 吕 一 2 的 和 (4.19) 
I» ment 


把 原 方程 组 逐步 化 为 上 三 角 方 程 组 的 过 程 称 为 消 元 过 程 。 在 第 上 次 (1 三 之 n) 消 元 过 程 中 ， 
元 素 a ”起 着 特殊 的 作用 , 故 称 它 为 主 元 素 。 
一 
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(2) 回 代 过 程 。 按 照 解 上 三 角 方 程 组 的 公式 (4. 13) ,方程 组 式 (4. 19) 的 解 为 
Zn 一 Qt Zh =a Diaz, (k=n—1,.n—2,.,2,1) (4. 20) 


这 种 通过 顺序 消 元 和 回 代 求解 方程 组 的 方法 称 为 顺序 高 斯 消去 法 ,其 特点 是 消去 对 角 线 
下 方 的 元 素 。 
例 4.1 用 顺序 高 斯 消去 法 解 方 程 组 
2zri 十 Zz: 二 4r; = 一 1 
3z1 十 271 十 zi 一 4 
Zl 二 2x: 十 4z; 一 一 1 


解 ”第 一 次 消 元 后 ,方程 组 是 
1 十 0.5z: 十 27x3 二 一 0.5 
| 0.5z: 一 5z 一 5.5 
1. 5zz 十 2r; 一 一 0.5 
第 二 次 消 元 后 ,方程 组 成 为 


fz 十 0.5zs 十 2zy 一 一 0.5 
] za 一 10z; =11 
| 17z: 一 一 17 


第 三 次 消 元 ,对 第 三 个 方程 除 以 17 ,最终 得 到 上 三 角 方程 组 
zi 十 0.5zt 十 2r 一 一 0.5 
| za 一 10zi 一 11 
za 一 一 1 
回 带 后 得 方程 组 的 解 是 
六 一 一 1， z=l zi 一 IT 
主 元 素 o 必 ”天 0(k 一 1.2,…,n) 是 顺序 高 斯 消去 法 能 够 顺利 进行 的 保证 ,下 面 的 定理 给 
出 了 满足 这 一 条 件 的 基本 要 求 。 
定理 (4.1) ”用 顺序 高 斯 消去 法 解 方程 组 hx =b 时 , 主 元 素 a 关 0( 二 1,2,…,n) 的 
de 


充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 4 的 所 有 顺序 主子 式 均 不 等 于 零 , 即 A, = 夫 


an 
0 Gi=1,2,.%,n)。 
从 公式 (4. 16) .公式 (4. 17) 和 公式 (4. 20) 可 知 ,在 顺序 高 斯 消去 法 的 消 元 过 程 中 ,乘法 的 
运算 次 数 是 
A 4 
Dn 一) = 二 (一) 
ba ft 


除法 的 运算 次 数 是 


gb 


GA) =n 


减法 的 运算 次 数 是 
一 110 一 
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=- | 
3 (mn 一 ?十 DD —n) 
a 

回 代 过 程 中 乘法 的 运算 次 数 为 


et 和 
D7 mh)=Tnn 1) 


二 


减法 的 运算 次 数 是 
i 
Dm 一 和 = 二 n(n 一 1D) 
A 


除 掉 主 元 素 的 次 数 为 x。 因此 ,用 顺序 高 斯 消去 法 求解 一 个 n 阶 线性 方程 组 所 需 的 乘除 法 运算 
次 数 为 
1 n 


Rt 二 型 十 大 一 妨 
ER ed ee 


加 减法 的 运算 次 数 为 


es 1 15n 
a n)+ Fn 1) 了 十 也 6 
总 的 运算 次 数 是 


当 n==20 时 ,用 顺序 高 斯 消去 法 只 需 计 算 3 060 次 乘除 运算 ,运算 总 次 数 是 5 910。 与 使 用 克 莱 
姆 法 则 求解 相 比 ,计算 量 小 很 多 。 
2. 列 主 元 素 高 斯 消去 法 
要 使 顺序 高 斯 消去 法 能 按 方程 排列 顺序 完成 消 元 , 主 元 素 只 需 满足 a ”六 
0 以 二 1,2,…,n) 。 但 在 实际 计算 中 ,即使 某 些 主 元 素 1a 做 ”| 很 小 ,用 它 作 除 数 也 会 放大 误 
差 , 为 了 避免 这 种 不 利 现象 的 出 现 , 人 们 提出 了 主 元 素 消去 法 ,这 里 只 介绍 列 主 元 素 高 斯 消 
去 技 。 
列 主 元 素 高 斯 消去 法 的 消 元 过 程 是 :在 顺序 高 斯 消去 法 消 元 的 每 一 步 , 选 取 与 要 消去 的 未 
知 量 在 同一 列 上 且 绝 对 值 最 大 的 系数 作为 主 元 素 进行 消 元 。 即 按 列 选 主 元 素 , 然 后 调换 方程 
次 序 , 使 主 元 素 处 于 对 角 线 位 置 , 再 进行 消 元 。 
列 主 元 素 消去 法 的 计算 步骤 : 
(1) 消 元 过 程 。 对 第 一 1 次 消 元 所 得 方程 组 
Titad zr ta rt t+ad zr, =afd 
十 a 贸 了 十 …… 十 oa 名 一 a2 


(el CD = 
Tt 十 QFII 十 … 十 QT 一 Qish 


CD (DT = 
a 下 十 很 十 Ge 二。 一 05 


apDze 十 …… 十 ab 一 ac 
首先 选择 第 上 列 元 素 a& (去 1 入 站 的 主 元 素 人 ”使 
"|} (4.21) 


= 
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如 果 入” 一 0, 说 明 方程 组 系数 矩阵 奇异 , 则 停止 计算 。 否 则 ,交换 第 ~ 个 方程 与 第 人 个 方程 位 
置 ,之 后 利用 公式 (4. 16) 和 公式 (4. 17) 进行 第 上 次 消 元 。 
(2) 回 代 过 程 。 按 照 式 (4. 20) 进行 回 代 , 就 得 到 方程 组 的 解 。 
例 4. 2 ”在 五 位 十 进 制 的 限制 下 ,分 别 用 顺序 高 斯 消去 法 和 列 主 元 素 高 斯 消去 法 解 方程 组 
0. 000 3zl 十 3z* 一 2.000 1 
1 xi+ x:=1 
解 (1) 用 顺序 高 斯 消去 法 解 方程 组 。 消 元 后 方程 组 转化 为 上 三 角 方程 组 
zi 十 10 000zr; =6 667 
Ts 一 0.666 67 
回 带 后 得 出 方程 组 的 解 是 
Za 一 0.666 67， zi 一 0.3 
(2) 用 列 主 元 素 高 斯 消去 法 解 方程 组 。 交 换 两 个 方程 位 置 ,方程 组 转化 为 
Zi 十 zz 一 1 
人 000 3z 十 3z* 一 2.000 1 
消 元 后 得 到 上 三 角 方 程 组 
= +z =1 
| zz 一 0.666 67 
回 带 后 得 出 方程 组 的 解 为 
x: 一 0.666 67， zi 一 0.333 33 
方程 组 的 精确 解 是 zx, =1/3 和 zs 二 2/3。 显 然 ,用 列 主 元 素 高 斯 消去 法 得 到 的 解 比 用 顺序 
高 斯 消去 法 得 到 的 解 误差 更 小 。 
程序 (4.2) ”用 列 主 元 素 高 斯 消去 法 解 方 程 组 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 列 主 元 素 高 斯 消去 法 解 方 程 组 hr 一 5。 
function x = coluGauss(A,b) 
% 输入 :A 一 一 方程 组 的 系数 矩阵 CN x N, 非 奇异 ) 
% b 一 一 方程 组 的 常数 向 量 (N x 1) 
% 输出 :x 一 一 方程 组 的 解 向 量 (N xX 1) 


n= length(b)， %n 是 向 量 x 的 长 度 
A= [Ab]; % 构建 增 广 矩阵 

% 下 面 的 循环 体 完成 矩阵 A 的 上 三 角 化 
brk=1:n—1 


[Mp p] = max(abs(ACk:n,k))); 
% 选 出 列 阵 A(Ck 一 n,k) 的 主 元 素 ,Mp 为 其 值 ,p 为 其 在 列 阵 A(k ~ n,k) 中 的 行 号 


p=p+k—1; %p 值 改变 为 主 元 素 在 (N X N) 矩阵 中 的 行 号 
ifp>k 
T= A(k,:); A(k,:) = A(p,:); A(p,:) 二 T; % 矩阵 A 的 第 p 行 与 第 k 行 交换 
end 
%% 以 下 两 式 完成 消 元 
ACCk 二 1D):nv(k+1D:(n+1) = ACk+D: ny(k 十 1D):(n 十 1)) 一 A((k 十 1):nvkO)VACkvk) … 
* A(Ck,Ck 十 1): Cn 十 1)); 外 计算 (k 十 1) 一 n 行 (k 十 1) 一 Cn 十 1) 列 元 素 的 新 值 


> 
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A((k 十 1) :nyk) = zeros(n 一 k,1); %% 令 (k 十 D 一 n 行 ,k 列 元 素 等 于 零 
A % 输出 矩阵 A 对 角 化 的 中 间 值 
end 
% 以 下 用 回 代 法 解 上 三 角 方 程 组 
x = zeros(n,1); % 初始 化 解 向 量 x 
x(m = Al(n,nt D/ACn,n); %% 求 出 工 ， 
brk=n—1:—1:1 % 回 代 求 解 
x(k) = CACksnt 1) 一 AGk,(k 十 1):n) * x((k 十 1):n))/ACkvk); 
end 


用 程序 (4. 2) 解 方程 组 
zi 十 2xrz 十 rs 十 4z4 一 13 
| 2z1 十 4zs +3r4 =28 
4zi 十 2z: 十 2z; 十 Zz: 二 20 
一 3z 十 zs 十 3z, 十 2r, 一 6 


在 MATLAB 命令 窗口 中 输入 : 
>> A=[1,2,1,4; 2,0,4,3; 4,2,2,1; 一 3,1,3,2]; % 输入 系数 矩阵 


>> b=[13,28,20,6]'; % 输入 常数 向 量 
>> x=coluGauss(A,b) % 调用 程序 (4. 2) 解 方程 组 
输出 结果 : 
A= 
4.0000 2.0000 2.0000 1.0000 20.0000 
0 一 1.0000 3.0000 2.5000 18.0000 
0 1.5000 0.5000 3.7500 8.0000 
0 2.5000 4.5000 2.7500 21.0000 
A= 
4.0000 2.0000 2.0000 1.0000 20. 0000 
0 2.5000 4.5000 2.7500 21.0000 
0 0 一 2.2000 2.1000 一 4.6000 
0 0 4.8000 3.6000 26.4000 
A= 
4.0000 2.0000 2.0000 1.0000 20.0000 
0 2.5000 4.5000 2.7500 21.0000 
0 0 4.8000 3.6000 26.4000 
0 0 0 3.7500 7.5000 
x 一 [3 一 142] 


即 方程 组 的 解 向 量 是 x=[3 一 1 4 2]。 
4.1.3 ”三 角 分 解法 


把 一 个 方 阵 表示 为 几 个 三 角 矩 阵 乘积 形式 的 过 程 称 为 抵 阵 的 三 角 分 解 。 三 角 分 解法 解 方 
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程 组 的 基本 过 程 是 :D 把 线性 方程 组 hx 二 b 的 系数 矩 阵 A 分 解 成 两 个 三 角 和 矩阵 的 乘积 LU 形 
式 (其 中 ,L 为 下 三 角 和 矩阵 ,U 为 上 三 角 和 矩阵 ,公式 A 二 LU 叫做 方 阵 4 的 三 角 状 分 解 或 LU 分 
解 ), 于 是 方程 组 hx 一 b 就 转化 为 LU; ;@ 令 Ux =y, 用 解 下 三 角 方程 组 的 方法 从 方程 组 
Ly 二 解 出 中 间 解 向 量 y;G) 再 用 解 上 三 角 方 程 组 的 方法 从 方程 组 Ux 二 y 解 出 原 方程 组 的 
解 x。 

按照 矩阵 二 和 的 不 同 , 常 把 解 线性 方程 组 的 三 角 分 解法 分 别称 杜 里 特 尔 (Doolittle) 分 
解法 和 克 洛 特 (Crout) 分 解法 。 当 二 是 单位 下 三 角 矩 阵 ( 对 角 线 元 素 为 1 的 下 三 角 矩 阵 )\U 为 
上 三 角 矩 阵 时 , 称 为 杜 里 特 尔 分 解法 ; 当 二 是 下 三 角 和 矩阵 .U 是 单位 上 三 角 和 矩阵 (对 角 线 元 素 为 
1 的 上 三 角 矩 阵 ) 时 , 称 为 克 洛 特 分 解法 。 杜 里 特 尔 分 解法 和 克 洛 特 分 解法 统称 为 直接 三 角 分 
解法 。 

定理 (4.2) 设 4 为 ” 阶 方 阵 , 如 果 人 4 的 各 阶 顺序 主子 式 均 不 等 于 零 , 则 矩阵 4 存在 唯一 
的 分 解 形式 A 二 L,DU, ,其 中 ,L。 是 单位 下 三 角 和 矩阵 ,U, 为 单位 上 三 角 和 矩阵 ,了 为” 阶 非 奇异 对 
角 和 矩阵。 进一步 , 若 4 还 是 对 称 和 矩阵 , 则 U, 二 LI, 即 4 一 L,DL3 。 


1. 杜 里 特 尔 分 解法 
把 方程 式 (4. 3) 的 系数 矩阵 A 分 解 为 下 面 的 三 角形 式 ， 
A=LU (4. 22) 
其 中 
[1 0 We Wn 
= ja ' i " ey (4.23) 
ln ln "0 1 0 0 ww Wo 


分 别 是 单位 下 三 角 和 矩阵 和 上 三 角 和 矩阵 。 通 过 矩阵 乘法 运算 和 元 素 对 比 可 知 ,三 角 和 矩阵 U 和 工 。 
的 元 素 分 别 表示 为 


wi =as — Drusy C=1,2 nj =iit ln 3) =0) (4. 24) 
所 


b=— eG=ln li=j+l,,n; >) =0) (4. 25) 
| 


分 解 系数 矩阵 的 计算 步骤 是 :D 用 公式 (4.24) 计算 U 的 第 一 行 元 素 w= 
ad = 1,2,…,n) ,用 公式 (4.25) 计算 L, 的 第 一 列 元 素 如 = an /un (i 二 2,3,…,n) ;@ 用 公式 
(4. 24) 计算 U 的 第 二 行 元 素 , 用 公式 (4. 25) 计算 L, 的 第 二 列 元 素 ,持续 进行 ,直到 计算 出 所 有 元 
素 。 计算 顺序 归纳 于 图 4.1, 其 中 带 圈 的 数字 表示 计算 顺序 。 


We Ms Me 


i 
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解 方程 组 L,Ux ==b 的 步骤 如 下 : 
(1) 令 Ux 二 y, 解 方程 组 Loy 一 b。 根据 公式 (4. 10) ,得 


站 | 
y=b— Dlsy, (i=1,2,,n; > 一 0) 
4 E. 
(2) 解 方程 组 Ux 二 y。 根 据 公式 (4. 13) ,有 


zi= (i=mn—1,1s >) 一 0) (4.26) 


例 4.3 用 杜 里 特 尔 分 解法 解 方程 组 
2zri 十 4x1 十 2x3 十 6x, 二 9 
4zi 十 9zi 十 6zi 十 15z 一 23 
2zri 十 6z: 十 9zs 十 18z, 一 22 
6z 十 15zs 十 18zs 十 40z4 一 47 
解 方程 组 的 系数 矩阵 和 常数 向 量 分 别 是 


4 2 6 9 
9 6 15|, ,| 
全 加 22 
6 15 18 40 47 
(1) 对 系数 矩阵 进行 4 一 LoU 分 解 , 得 到 
1 425 
Ll!1 jj | 
1 朗 - 3 6 
3321 | 1 
(2) 解 方程 组 Loy =5b, 即 
1 >] [9 
2 1 ys| |23 
下 | 一 |22 
3321|y| lz 
有 
y=[9 5 3 —1]7 
(3) 解 方程 组 Ux 一》, 即 
2 4 2 6] 9 
| 123||z| |s 
3 | zl |3 
| J Li 
得 出 原 方程 组 的 解 为 


x=[0.5 2 3 一 1 
程序 (4.3) ” 非 奇异 方 阵 杜 里 特 尔 分 解 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :对 非 奇异 方 阵 4 进行 杜 里 特 尔 分 解 ,给 出 矩阵 各。 
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function [L U] = LUDoolittle( A) 
外 输入 :A 一 一 非 奇 异 方 阵 (N x N) 
% 输出 :L 一 一 单位 下 三 角 矩 阵 CN x N) 


bd U 一 一 上 三 角 和 矩阵 CNX N) 
n = length( A); %n 是 方 阵 A 的 行 数 和 列 数 
L = eye(n); U = zeros(n); 六 初始 化 方 阵 L 和 TU 


UL = A(1,D); L(2:n'1) = A(2:n'1)1UG,1); % 计算 如 的 第 一 行 元 素 和 的 第 一 列 元 素 
brk = 2:n 
U(k,ksn) = ACksksm) — Lk :Ck— 1D) # UCk— D ,kn)s 
% 计算 U 的 第 k 行 、k 一 n 列 元 素 
L(GkF Dsnk) = (ACKk+D:nb) — Lk Den lk— DD)* UG: Ck— Dk))/UCk,k); 


入 计算 上 的 第 k 列 (k 十 1) ~ n 行 元 素 


end 


用 程序 (4. 3) 对 方 阵 


1 1 0 14 

2 一 15 0 
4 一 

5 2 1 2 

一 3 0 2 6 


进行 杜 里 特 尔 分 解 。 


在 MATLAB 命令 窗口 中 输入 : 
>>> A=[1,1.0,4; 2, 一 1,5,0; 5,2,1,2; 一 3,0,2,6]; % 输入 方 阵 A 


>> [L U]=LUDoolittle(A) % 调用 程序 (4. 3) 完成 分 解 
输出 结果 ; 
本 二 
1. 0000 0 0 0 
2. 0000 1. 0000 0 0 
5. 0000 1. 0000 1. 0000 0 
一 3.0000 一 1.0000 一 1.7500 1.0000 
让 三 
1. 0000 1. 0000 0 4.0000 
0 一 3.0000 5.0000 一 8.0000 本 
0 0 一 4.0000 一 10.0000 
0 0 0 一 7. 5000 


程序 (4.4) ”用 杜 里 特 尔 分 解法 解 方程 组 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 杜 里 特 尔 分 解法 解 方程 组 hx 一 b。 

function x = EqsDoolittle( A, b) 

% 输入 :A 一 一 方程 组 的 系数 矩阵 (N x N. 非 奇异 ) 

% b 一 一 方程 组 的 常数 向 量 (N x 1) 

% 输出 :x 一 一 方程 组 的 解 向 量 (N x 1) 

1 = 
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输出 


即 方 


其 中 


n= length(A); %n 是 方 阵 A 的 行 数 和 列 数 

% 以 下 程序 段 对 矩阵 A 进行 杜 里 特 尔 分 解 

zeros(n); 中 初始 化 方 阵 L 和 U 

L(2:n.1) = A(2:n,1)/U(1.1)， %% 计 算 U 的 第 一 行 元 素 和 L 的 第 一 列 元 素 


.= eye(m); U 
Ud,:) = Ad,: 
bor k = 2:n 
UGk,k:n) = A(k,k:n) 一 LCk'1:(k 一 D)*UG:Ck 一 Dvk:no); 
% 计算 UU 的 第 k 行 .k 一 n 列 元 素 
L(CGk 十 Disnvk) = CACkTFT Dn kl) — Lk Dn lk— DD)* Uk— DD,k)) /Uk,k): 
% 计算 工 的 第 k 列 ,(k 十 1) ~ n 行 元 素 


end 
% 以 下 程序 段 解 方程 组 Ly 二 b 
y = zeros(n,1); %% 初始 化 向 量 y 
yD) = b(D， % 计 算 y(1D 
for i= 2:n 
yD) = bO) — LG— DD) y(0:0— 1); 狼 计 算 y(2 一 mD) 
end 
% 以 下 程序 段 解 方 程 组 Ux 一 
x = zeros(ny1) % 初始 化 向 量 x 
x(n) = yCm/UCnn)， 跌 计算 xCn) 
fori= (n 一 D: 一 1:1 
xD = (yO — UG (i 十 1D):nwx(Gi 十 D):n))/UGi,D，， 站 计算 xCCon 一 D) 一 1) 
end 


用 程序 (4. 4) 解 方程 组 
4zi 十 8ry 十 4za 一 8 
ZI 十 5T1 十 4x3 一 3x, 二 一 4 
Ti 十 4T: 十 773 十 27, = 二 10 
Zi 十 37: 一 274 二 一 4 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> A=[4,8,4,0;1,5,4, —331,4,7,2;1,3,0, — 2]; % 输入 系数 矩阵 


>> b=[8,—4,10,—4]'; 外 输入 常数 向 量 

>> x= EgsDoolittle(A,b) % 调用 程序 (4.4) 解 方程 组 
结果 : 

x 一 [3 一 112]/ 

程 组 的 解 是 x 二 [3 一 1 1 2]'。 

2. 克 洛 特 分 解法 


把 方程 式 (4. 3) 系数 矩阵 4 分 解 成 
4 一 LU (4. 27) 
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i 0 My ts wl 
i et 
PS A EE ps (4.28) 


包 忘 人 并 0 0 … 1 
分 别 是 下 三 角 矩 阵 和 单位 上 三 角 和 矩阵 ,通过 和 矩阵 乘法 运算 和 元 素 对 比 可 知 , 它 们 的 元 素 分 别 表 
示 为 


ai 一 Di OG=1,2, nsi=j,j 二 + le =0) (4. 29) 


a -2 


Wy 一 


全 一 1 一 1 条 一 十 1 D0 (4. 30) 


人 @ 用 公式 (4.29) 计算 工 的 第 一 列 元 素 ls = 
aa (i 三 1,2,…,n) ,用 公式 (4. 30) 计算 U。 的 第 一 行 元 素 wj =ay /lyG 二 2,3,…,n) ;@ 用 公 
式 (4. 29) 计算 二 的 第 二 列 元 素 ,再 用 公式 (4. 30) 计算 U, 的 第 二 行 元 素 ,继续 进行 ,直到 计算 出 
所 有 元 素 。 计 算 顺 序 归纳 于 图 4. 2, 其 中 带 圈 的 数字 表示 计算 顺序 。 


解 方程 组 LU。x ==b 的 步骤 如 下 : 
(1) 令 Uox 二 y, 解 方程 组 Ly =b。 根 据 公式 (4.10) ,得 


1 
b— Dy, 
y= (=l,2,%,n 2 =0) (4.31) 
= it 
(2) 解 方程 组 Uox 二 y, 根 据 公式 (4. 13) ,有 
2 一 入 一 Dur, (i=nn 1; BD) =0) (4. 32) 
EA 
例 4.4 用 克 洛 特 分 解法 解 方程 组 
2 4 0 6 
4 5 —5 9|lz|_ lis 
38 5 3||z,| |3 
15 8 7lz, 3 


解 (1) 对 系数 矩阵 进行 A 二 LU, 分 解 ,得 到 
一 18 一 


第 4 章 ”线性 代数 方程 组 的 数值 求解 方法 


2 YY 多 ,1 
二 4 一 3 ,让 喜 和 
3 2 一 4 1 
1 3 一 2 5 1 
(2) 解 方程 组 Ly 一 b, 即 
2 y! 6 
4 一 3 2 |15 
3 2 一 4 y| |3 
1 3 —2 5 |y, 3 
着 
y=[3 —1 1 1 
(3) 解 方程 组 Us。x ==y, 即 
121 3 3 
1 3 1||z:| |-i 
1 2z||z,|™ |1 
1 lz, 1 
得 到 原 方程 组 的 解 为 


程序 (4.5) ” 非 奇异 方 阵 克 洛 特 分 解 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :对 非 奇异 方 阵 A 进行 克 洛 特 分 解 ,给 出 矩阵 工 和 Uu 。 
fnetion [LU] = LUCrout(A) 

外 输入 :A 非 奇异 方 阵 (NX N) 

% 输出 :L 一 一 下 三 角 和 矩阵 CNX N) 

% UU 一 一 单位 上 三 角 和 矩阵 (N X N) 


n= length(A)， %n 是 方 阵 A 的 行 数 和 列 数 

L = zeros(n); U 一 eye(n); % 初始 化 方 阵 L 和 

LG.D) = AG, Ds UC1,2:n) = AG1,2:n)/L(1,1D)， % 计 算 L 的 第 一 列 元 素 和 U 的 第 一 行 元 素 
br k= 2:n 


LCk:nvk) = ACk:nskl) — LOk:nl: ko— DD)* UOQ: Ck— DD),k); 
%% 计算 UU 的 第 k 列 k 一 " 行 元 素 

Uk k++ Dm = (Ak kt Dm — Lk lk— DU kD, Ck+ DD:n)/Lk,k): 
% 计算 UU 的 第 k 行 .(k 十 1) 一 n 行 元 素 


end 


用 程序 (4. 5) 对 方 阵 


1 1 0 4 

有 一) 
4 一 

5 2 1 2 

[一 
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进行 克 洛 特 分 解 。 
在 MATLAB 命令 窗口 中 输入 : 
>>>> A=[1,1,0,4; 2, 一 1,5,0; 5,2,1,2; 一 3,0,2,6]; ”% 输 入 方 阵 A 


>> [L UJ]=LUCrout(A) 5% 调用 程序 (4. 5) 完成 分 解 
输出 结果 : 
Ee 
1.0000 0 0 0 
2.0000 一 3.0000 0 0 
5.0000 一 3.0000 一 4.0000 0 
一 3.0000 3. 0000 7.0000 一 7.5000 
名 
1.0000 1.0000 0 4.0000 
0 1.0000 一 1.6667 2.6667 
0 0 1.0000 2.5000 
0 0 0 1.0000 


程序 (4.6) ”用 克 洛 特 分 解法 解 方 程 组 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 克 洛 特 分 解法 解 方 程 组 Ax 二 b。 
function x = EqsCrout (A,b) 
% 输入 :A 一 一 方程 组 的 系数 矩阵 (N x N, 非 奇异 ) 
% b 一 一 方程 组 的 常数 向 量 (N x 1) 
% 输出 :x 一 一 方程 组 的 解 向 量 (N X 1) 
外 以 下 程序 段 对 矩阵 A 进行 克 洛 特 分 解 
nm = length(A)， %n 是 方 阵 A 的 行 数 和 列 数 
L = zeros(n); U = eye(n); %% 初始 化 方 阵 L 和 
L101) = 一 Al): UO ,2:n) = Al,2:n)/LG .ID 
% 计算 L 的 第 一 列 元 素 和 U 的 第 一 行 元 素 
bor k = 2:n 
LCk:nvk) = ACk:nsk) — Lk:n.l: ko 1)) Ud:k— 1).k); 
入 计算 U 的 第 k 列 .k ~ n 行 元 家 
U(k,(k 十 1):n) = (A(k, (ki+1):n) — Lk k 一 D))*U(Cl:Ck 一 1D)，(k 十 1):n))7LCk,k); 
% 计 算 U 的 第 k 行 (k 十 1) ~ n 行 元 素 


end 
% 以 下 程序 段 解 方程 组 Ly 二 b 
y = zeros(n,1); %% 初始 化 向 量 y 
yD = bOD/LGQ,D: % 计 算 y(D) 
bri= 2:n 
yO = (b(D — L111)x*y(:(0—D)/L(i,i);% 计算 y(2 一 mn) 
end 
% 以 下 程序 段 解 方程 组 Usor 一 了 
x 一 zeros(n,1); % 初始 化 向 量 x 
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x(n) = y(n); % 计算 xCn) 
bri= Cn 一 D): 一 1:1 
x(D = y(D 一 U(Gi， (Ci+1l):n)*x(CGi 十 1):n);5% 计算 xCCn 一 1D) 一 1 


end 


用 程序 (4. 6) 解 方 程 组 
4zi 十 8zrz 十 4z: 一 8 
Zi 十 5rz 十 4z: 一 3zi 一 一 4 
zi 十 4zs: 十 Try 十 2r4 一 10 
ZI 十 3zz 一 27, 二 一 4 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


二 > A=[4,8,4,0; 1,5,4, 一 3; 1,4,7,2; 1,3,0, 一 2]; %% 输入 系数 矩阵 
% 输入 常数 向 量 
% 调用 程序 (4. 6) 解 方 程 组 


>> b=[8,—4,10,—4]'; 
二 > x=EqsCrout(A,b) 
输出 结果 : 
x=[3—112] 
即 方程 组 的 解 是 x 二 [3 一 1 1 2]'。 
3. 平方 根 方法 


定理 (4.3) “如果 4 为 ” 阶 正定 对 称 矩 阵 , 则 存在 一 个 实 的 非 奇异 下 三 角 矩 阵 了 ,使 得 4 一 


LL" 。 当 限定 工 的 对 角 元 素 全 为 正 时 ,这 种 分 解 是 唯一 的 。 


正定 对 称 矩 阵 4 的 三 角 分 解 A 二 LL" 称 为 乔 列 斯 基 (Cholesky) 分 解 。 
利用 系数 矩阵 的 乔 列 斯 基 分 解 ,求解 对 称 正定 方程 组 的 方法 称 为 平方 根 方法 。 


程 如 下 : 
(1) 对 系数 矩阵 进行 乔 列 斯 基 分 解 A 二 LL" ,这 里 下 三 角 和 矩阵 为 
Ce 0 
Lo a 0 
a ln ‘ 
其 中 
EY De Gi=1,2,0 0 T=0) 
4 = 
av 一 $Y, 
阁 侠 二 G=1,2,% nsi=j+1 
(2) 解 方程 组 Ly 一 5, 有 
&— Dy 日 
一 
5 | 


其 基本 过 


(4. 33) 


(4. 34) 
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(3) 解 方程 组 LTx 一》 得 


及 一 Dur, a, 


z=— (i=nn ll; 3) =0) 


er 
例 4.5 用 平方 根 方法 解 方 程 组 


解 ”由 于 
4 3 一 多 
|4 2 
an=4>0,， |， ?=-4>。， 2 2 一 3|=36>0 
-2 一 和 1 
因此 方程 组 的 系数 矩阵 是 对 称 正定 的 对 其 进行 A 二 LL ,得 出 下 三 角 和 矩阵 
2 
也 一 | 1 } | 
nt 
解 方程 组 Ly =b, 即 
2 Ba 10 
ly 
—1 —2 3 |y, 4 
有 
y=[5 0 3]" 
解 方程 组 L"x 一 》 即 
P 1 一 1 | 
:a zz| 一 |0 
BI 
最 终 求 出 原 方程 组 的 解 
x=[2 2 1]7 


程序 (4.7) ”正定 对 称 和 矩阵 平方 根 分 解 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :对 正定 对 称 矩 阵 4 进行 4 = 二 LL" 分 解 。 

function L = MatSqrt(A) 

%% 输 入 正定 对 称 矩 阵 (N x N) 


%% 输 出: 下 三 角 平方 根 矩 阵 (N x N) 

n= length(A); %n 是 方 阵 A 的 行 数 和 列 数 
L = zeros(n); 站 初始 化 方 阵 二 

L(1.U = sqrt(A(C1,1)); 淄 计 算 L(1.1) 

ori= 2:n 


LOD 二 ACG.D/L(G.D; 5 中 计算 Li.1) 
ifi>2 
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borj= 2:(i—1) 
Li,j) = (ACj) 一 LGi,1:0 一 1D))*LG,1:0 一 D) /LO 和 计算 Lij) 
end 
end 
LGD = sqrt(A(iD 一 Li'l:(i 一 D)*LG'1:Gi 一 D) 0 % 计 算 LG,D) 


end 


用 程序 (4.7) 来 计算 正定 对 称 和 矩阵 
1 
2 
A=|3 6 20 10 1 
4 
5 


的 平方 根 分 解 矩 阵 工 。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> A=[1,2,3,4,5: 2,10,6,7,8; 3,6,20,10,11; 4,7,10,30,12; 5,8,11.12.40]; 


% 输入 矩阵 A 
二 L=MatSqrt(A) ”% 调用 程序 (4.7) 计算 平方 根 分 解 和 矩阵 上 
输出 结果 : 
L= 
1. 0000 0 0 0 0 
2.0000 2.4495 0 0 0 
3. 0000 0 3.3166 0 0 
4.0000 一 0.4082 一 0.6030 3.6701 0 


5.0000 一 0.8165 一 1.2060 一 2.4688 2.6046 
>> L*L % 验证 计算 结果 
ans 一 
1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 5. 0000 
2. 0000 10.0000 6.0000 7.0000 “8.0000 
3. 0000 6. 0000 20. 0000 10. 0000 11. 0000 
4. 0000 7. 0000 10.0000 30.0000 12.0000 
5.0000 8.0000 11.0000 12.0000 40.0000 
程序 (4.8) ”用 和 矩阵 平方 根 分 解法 解 线性 方程 组 的 MATLAB 程序 - 
程序 任务 :对 正定 对 称 矩 阵 A 进行 4 二 LL" 分 解 ,并 解 方程 组 hx 二 b。 
function x = EqsSqrt(A,b) 
外 输入 :A 一 一 方程 组 的 系数 矩阵 (N xX N, 正 定 对 称 矩 阵 ) 
% b 一 一 方程 组 的 常数 向 量 (N Xx 1) 
%% 输出 :x 一 一 方程 组 的 解 向 量 (N x 1) 
% 以 下 程序 段 对 正定 对 称 矩 阵 A 进行 4 一 LL" 分 解 
n = length(A)， %n 是 方 阵 A 的 行 数 和 列 数 
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L = zeros(n); 入 初始 化 方 阵 上 
L(1,D = sqrt(A(1,1)); 外 计算 LG,1) 
fori= 2:n 
LG,D =AGD/LGQ,D; 站 计算 Li,1) 
ifi>2 
borj = 2:(i—1) 
LOG) = (AGD—LG1:0—D)*LO1:0G—D))/LG,j); %% 计 算 LCGij) 
end 
end 


i 一 D) 7 站 计算 Li'i) 


Li,i = sqrt(AGii 一 Li'l:(i 一 1)) * L(Gi, 


end 

% 以 下 程序 段 解 方程 组 Ly =b 
y= seroa(n;1)s % 初始 化 向 量 y 
yD = b(D/LQ,1D; % 计 算 y(1) 
bri= 2:n 


yD) = (bo—LO1:— D)* yd: 1D)))/LGD; 铬 计算 yC2 一 nn) 
end 
% 以 下 程序 段 解 方程 组 LTx 一 》 
x = zeros(ny1) %% 初始 化 向 量 x 
x(n) 二 yCm)/L(nsn)， 中 计算 xCn) 
bri= (n 一 D): 一 1:1 
x = (yGD 一 Li 十 D):n dD x Dn /LOD 站 计算 xCCn 一 D) 一 1 


end 


用 程序 (4. 8) 解 方 程 组 
2zi 十 zz 十 za 一 0 
zi 十 za 十 zi 一 3 
zi 十 zz 十 2ri 一 1 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


>> A=[2,1,1; 1,1,1; 1,1,2]; % 输入 系数 矩阵 

>> b=[0,3,1]'; % 输入 常数 向 量 

>> x=EqsSqrt(A,b) % 调用 程序 (4. 8) 解 方 程 
输出 结果 ， 


x 一 [一 3.0000 8.0000 一 2.0000]” 
即 方程 组 的 解 是 x=[ 一 3.0000 8.0000 一 2.0000]'。 
为 了 克服 平方 根 方法 中 的 开平 方 运算 ,对 平方 根 方法 做 进一步 简化 ,形成 了 改进 的 平方 根 
法 .该 方法 解 线性 方程 组 的 过 程 如 下 : 
(1) 对 系数 矩阵 进行 分 解 , 即 
A=L,DLS (4. 37) 
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, 0 ad 0 0 

la 1 … 0 0 dp 0 
B= 3 (4. 38) 

0 0 d, 
G=1,2, ,i—1) (4. 39) 
(i=1,2.%n) (4. 40) 

(2) 令 DLEx 二 y, 则 有 Loy 一 b,Lix 二 Dy。 解 方程 组 Ly 一 b, 有 

1 0 
y=b— Dloy, Gi=1,2,% nD) =0) (4.41) 
(3) 解 方程 组 Lyx 一 DY 得 

he (i=nn—1,,1; 3) =0) (4.42) 


Bardi rt 


例 4.6 用 改进 的 平方 根 方法 解 方 程 组 


2 1 
284 
1 4 6 


解 ”由 于 
二 1 21 
an =1>0， | sl=4>0, |2 8 4|=16>0 
1 456 
因此 方程 组 的 系数 矩阵 是 对 称 正定 的 。 对 其 进行 分 解 , 即 A 二 L,DLY ,得 出 单位 下 三 角 和 矩阵 和 
对 角 和 矩阵 分 别 是 
1 
五 一 | -| 4 | 
1 去 1 4 


解 方程 组 Loy 二 5b, 即 


有 


解 方程 组 L3x 一 D y, 即 


一 
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最 终 求 出 原 方程 组 的 解 
xz=[L —1 17 
4. 追赶 法 
当 方 程 组 的 系数 矩阵 A 是 下 列 形 式 的 三 对 角 乍 阵 时 , 即 
ea 
ao 和 
A= 全、 和 本 (4. 43) 
an br co 
a, 6 
(其 中 的 空白 部 分 均 为 零 元 素 ) 称 线性 方程 组 
Axr =d (4.44) 
为 三 对 角 方 程 组 ， 其 中 
d=[d: d: … d.]” (4. 45) 
对 系数 矩阵 A 进行 克 洛 特 分 解 , 即 
4 一 上 办 (4. 46) 
式 中 
wu 1 w 
We 1 vw 
L= ee ， 六 = Ne (4.47) 
四 Te Wel 1 vw 
Wu 1 
其 中 
ww 一 包 wm 一 全 
w, =a, (i=2,3,. ,7) 
(4.48) 
w=b— wv (i=2,3,,n) 
可 三 坟 (一 2,3，…m 一 1) 
解 方程 组 的 步骤 如 下 : 
(1) 令 忆 xz 一 》, 解 方程 组 Ly =d, 得 
y = 从 ， (i=2,3. ,0) (4. 49) 


(2) 解 方程 组 也 xz 一 ,有 
Zs = T= vr (i=n—1,n—2,.,1) (4. 50) 

通常 ,形象 地 把 下 标 从 小 到 大 计算 了 的 过 程 称 为 “ 追 ”", 将 下 标 由 大 到 小 计算 x 的 过 程 称 为 
“ 赶 "所 以 此 方法 叫 作 追赶 法 。 

定理 (4 4) 在 三 对 角 乍 阵 4 中 , 若 Da, 天 0G 一 2,3,…,m) 且 c 天 00i 一 1,2,2 一 1); 
图 | > 1a|>0,15|> a+|c|G=2,3,…,n 一 1) ,16| > |a|>0, 则 4 非 奇异 且 唯 
一 存在 形 如 式 (4. 46) 的 分 解 形式 。 
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例 4.7 用 追赶 法 解 三 对 角 线 性 代数 方程 组 


SB wl x! 6 
=1 3 —2 zz|_|1 
-2 4 一 引 皮 | I-z 


一 3 5 网 
解 ”对 系数 矩阵 4 进行 克 洛 特 分 解 A 二 LU, 有 


多 = 
| | 4 
人 和 和 
一 12 了 
2 4 ki 一 2 二 
5 1 过 
和 小生 日 4 
_3 5 
[ 4 1 
解 方 程 组 Ly 二 d. 即 
2 
= 号 ™ 6 
ys 1 
12 Ne 
一 全 号 六 pk 
过 1 
= 人 |、 
3 4 
得 
局 8 1 “ 
全 要 二 
再 解 方程 组 Uox 一 ?, 即 
2 
1 2 i 3 
让， 过 生 山顶 下 
5 一 
2 
5| lz 2 
. 4| x. 
2 


得 到 原 方程 组 的 解 是 
x=[5 4 3 2]7 


4.2 范 数 与 方程 组 的 状态 


为 了 研究 线性 方程 组 的 状态 ,分析 方程 组 数值 解 的 误差 传递 ,讨论 迭代 法 解 线性 方程 组 的 
收 委 性 ,需要 引入 描述 向 量 和 矩阵 "大 小” 的 量 ,为 此 这 里 介绍 向 量 和 和 卸 阵 范 数 的 概念 ,并 讨论 
方程 组 的 状态 。 
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4.2.1 向 量 范 数 和 矩阵 范 数 


1. 向 量 范 孝 

定义 (4.1) ” 设 向 量 x ER"(n 维 实 向 量 空间 ), 若 x 的 某 个 实数 值 函数 x | 满足 下 
列 条 件 : 

6) 非 负 性 : x 三 0, 且 | x|| =0 成 立 的 充 要 条 件 是 x 二 0; 

(2) 齐 次 性 : | kx ‖ 三 | 人 | 。， | x 上 (4 为 任意 实数 ); 

(3) 三 角 不 等 式 :对 于 任意 向 量 x,y ER", 都 有 x+y| 过 1zl 二 171。 
则 称 函数 | x | 为 R*" 上 向 量 x 的 范 数 。 

向 量 范 数 是 以 向 量 为 变量 的 非 负 函 数 ,一 个 向 量 空间 上 可 以 定义 多 种 不 同 范 数 。 下 面 给 
出 常用 的 向 量 " 户 - 范 数 ” 的 定义 。 

定义 (4.2) ” 设 向 量 x = [xz， zx。 … zx,] "ER", 则 定义 

rl,=(D al) da<p<co (4.51) 


为 R' 上 向 量 x 的 “pp - 范 数 "。 当 p 分 别 取 2,oo 或 1 时 ,就 得 到 向 量 的 "2 - 范 数 "“c> - 范 数 ” 和 
“1 - 范 数 ”: 
(1) 向 量 的 “2 - 范 数 ” 


lx:=(D |x) (04.52) 
(2) 向 量 的 “co - 范 数 ” 
xl- =max{|z;|} (4.53) 
(3) 向 量 的 “1 - 范 数 ” 
lx = (4.54) 


条 件 。 为 了 简便 , 当 不 针对 具体 向 
,甚至 写成 “| 上 ”。 下 面 的 定理 给 


容易 证 明 ,这 样 定义 的 几 种 范 数 均 满足 向 量 范 数 的 
量 时 ,把 范 数 符号 中 的 向 量 省 掉 , 将 向 量 范 数 记 作 “| 。 | 
出 了 向 量 1 - 范 数 .2 - 范 数 和 oo - 范 数 之 间 的 关系 。 

定理 (4.5)( 范 数 的 等 价 性 ) ”对 于 任何 向 量 x,y ER", 有 

GD zl 和 lxzls<va lzl:; 

(2) 1zl<- 和 lzxzls 和 1xl-， 

(3) lx- < xl <ww lzxl-。 

例 4.8 计算 向 量 x 二 [0 1 3 一 1]" 的 1- 范 数 .2 - 范 数 和 oo - 范 数 。 

解 ” 根 据 公 式 (4.54) .公式 (4.52) 和 公式 (4.53), 向 量 x 的 1- 范 数 .2- 范 数 和 oo- 范 数 分 
别 为 


lxli=2 lz|=0+1+3+1=5 
Ee 


Ny :|* =V0+1+9+1i=VIl 
Ea 
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1 xl = 一 下 ax 人 | 二 | } 一 maxt{0 1 3 1}=3 

定义 (4.3) ”在 R" 中 的 向 量 序列 x' ,x”,…,x 中 ,… 称 为 收敛 于 向 量 让 , 当 且 仅 当 lim x 一 
xl = 0. 

2. 给 阵 的 范 数 及 其 与 向 量 范 数 的 关系 

定义 (4.4) ” 设 矩 阵 4 ER , 若 4 的 某 个 实数 值 函数 ‖ 4 | 满足 下 列 条 件 : 

(1) 非 负 性 : 1 41 三 0, 且 41 =0 成 立 的 充 要 条 件 是 A = 二 O; 

(2) 齐 次 性 : | AQ ‖ 二 |k|。| A (为 任意 实数 ); 

(3) 三 角 不 等 式 : 对 于 任意 矩阵 4,B ER ,都 有 14 十 B1 三 141 十 181; 

(4)14B81<141。1B1。 
则 称 1 4 | 是 Rw 上 矩阵 4 的 范 数 。 

经 常 应 用 和 矩阵 与 向 量 的 乘积 ,而 且 乘积 得 到 的 是 向 量 ,因而 和 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 应 当 有 一 
定 关系 。 

定义 (4.5) 若 给 定 的 向 量 范 数 和 矩阵 范 数 ,对 于 任意 向 量 x ER" 和 任意 矩阵 A ER ,都 
有 不 等 式 

laxl < 1A- xl (4.55) 

成 立 , 则 称 所 给 的 向 量 范 数 和 矩阵 范 数 是 相 容 的 。 

下 面 给 出 由 向 量 范 数 诱导 出 的 矩阵 范 数 ,这 种 矩阵 范 数 与 对 应 的 向 量 范 数 相 容 。 

定义 (4.6) ” 设 向 量 x ER" ,和 矩阵 4 ER , 若 给 定 了 向 量 的 一 种 范 数 | x | ,, 则 定义 


1 1 4x 
141,=max(J 生 下 ) (p=1,2,0%) (4.56) 


为 矩阵 A 的 范 数 , 并 称 为 矩阵 4 的 算 子 范 数 。 

矩阵 的 算 子 范 数 满足 方 阵 范 数 的 所 有 要 求 , 并 称 其 为 R™… 上 从 属于 向 量 范 数 | 。| ,的 和 矩 
阵 范 数 ,或 称 为 由 向 量 范 数 | ， 上 ,导出 的 矩阵 范 数 ,还 称 为 矩阵 A 的 *p - 范 数 "。 下 面 给 出 从 
属于 向 量 1 - 范 数 、2 - 范 数 和 oo - 范 数 的 方 阵 范 数 。 

定理 (4.6) ” 设 和 矩 阵 4 是 ” 阶 方 阵 , 即 4 = [av ] .。 则 


(1) 14l,=max(2 |av|} (4.57) 
2 

(2) 上 41: = ( 方 阵 474 的 最 大 特征 值 ) 二 VAwo CA AT) (4. 58) 

(3) 141- =—max{27 lol} (4. 59) 


显然 , | 4 | , 是 方 阵 各 列 元 素 绝对 值 之 和 的 最 大 值 , 称 为 矩阵 的 列 范 数 ; 上 A 1 - 是 方 阵 
各 行 元 素 绝对 值 之 和 的 最 大 值 , 称 为 行 范 数 。 


1 和 
例 4.9 计算 生 阵 4 一 | | 的 三 种 - 范 数 ， 
解 ”按照 公式 (4.57) .公式 (4. 58) 和 公式 (4. 59) ,有 
IAll1=max{4 6}=6 
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3. 矩阵 的 谱 半 径 及 其 与 矩阵 范 数 的 关系 
定义 (4.7) ” 设 阶 方 阵 A 的 特征 值 为 hi ,4,… ,4,, 则 称 
P.M)=max{l2,|} (4. 60) 
为 矩阵 4 的 谱 半 径 。 
下 面 的 定理 给 出 了 和 矩阵 谱 半径 与 范 数 的 关系 。 
定理 (4. 7) (特征 值 上 界 ) 矩阵 4 的 谱 半径 不 超过 其 任何 一 种 算 子 范 数 , 即 


p(4)< IAl, (4.61) 
证 明 ” 设 * 是 A 的 任意 一 特征 值 ,x 是 与 之 对 应 的 特征 向 量 , 则 有 
Ax 一 ix 
利用 范 数 的 性 质 有 
Al Ixl=larl=larl < 14l .lxl 
特征 向 量 * 关 0, 所 以 可 以 推导 出 
lxl< 141 


由 4 的 任意 性 可 知 定理 成 立 。 
4.2.2 方程 组 的 状态 和 条 件数 


数值 方法 求解 线性 方程 组 的 精度 受 两 方面 因素 的 影响 ,一 方面 是 采用 的 数值 方法 , 另 一 方 
面 是 方程 组 本 身 。 线 性 方程 组 Ax 二 b 完全 由 系数 矩阵 和 常数 向 量 确定 。 从 理论 上 讲 , 若 系数 
和 矩阵 和 常数 向 量 给 定 并 且 方 程 组 有 解 , 则 方程 组 的 解 就 完全 确定 。 但 用 数值 方法 解 线性 方程 
组 时 ,方程 组 系数 矩阵 和 常数 向 量 的 微小 变化 (或 误差 ), 有 时 对 方程 组 的 解 影响 很 小 ,有 时 则 
影响 很 大 。 因 此 有 必要 研究 方程 组 系数 矩阵 和 常数 向 量 的 扰动 对 方程 组 解 的 影响 ,从 而 判断 
方程 组 数值 解法 的 稳定 性 。 这 就 是 方程 组 的 解 关于 系数 矩阵 和 常数 向 量 的 敏感 性 问题 ,这 样 
的 分 析 方 法 称 为 “扰动 分 析 "。 方 程 组 的 敏感 性 与 系数 矩阵 密切 有 关 , 为 此 引入 描述 系数 和 矩阵 
性 态 的 数 条 件数 。 

若 线性 方程 组 hx =b 的 系数 矩阵 和 常数 向 量 各 有 一 微小 扰动 34 和 6b, 它们 给 方程 组 的 
解 向 量 带 来 了 扰动 3x, 则 扰动 方程 组 是 

(4 十 54) (x 十 3Sx) 一 5 十 80 (4. 62) 

其 中 ,54 称 为 系数 矩阵 4 的 扰动 矩阵 ,sx 和 64 分 别称 为 向 量 x 和 4b 的 扰动 向 量 。 

假设 A 和 (4 十 54) 均 为 非 奇 异 矩阵 , 则 原 方程 组 和 扰动 方程 组 都 有 解 。 下 面 分 别 讨论 扰 
动 585 和 64 对 方程 组 解 向 量 的 影响 。 

1.6A = 二 0 的 情况 

此 时 方程 组 的 系数 矩阵 是 精确 的 ,而 常数 向 量 有 一 扰动 3b, 这 里 研究 扰动 3b 对 方程 组 解 
造成 的 相对 扰动 1 sr 1 /1zxll。 

x 十 sx 满足 的 扰动 方程 组 是 


Alx+6r)=b+6b 
从 中 减 去 Ax = 二 b 后 得 
45Y =6b 
则 
Sx=A'db 
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根据 范 数 的 相 容 性 ,有 不 等 式 
lsxl lA ll. lvl 
再 从 方程 组 hx 二 b 得 到 不 等 式 
lol < lal lxl 


从 而 得 出 
Naexl -lol < lal -| AaTl. lxl .abl 
因为 b 取 0, | x | 取 0, 从 上 式 推 导出 
laxl a .aol 
Ts 入 1 4-1。141 Tol (4.63) 


此 式 给 出 了 解 向 量 精 确 度 的 一 种 估计 方法 , 它 表 明 解 向 量 的 相对 扰动 不 大 于 方程 组 常数 
向 量 相 对 扰动 的 (| 4“ 。141) 信 。 
2.6b 二 0 的 情况 
这 时 方程 组 的 常数 向 量 无 扰动 ,而 系数 矩阵 有 一 扰动 ,扰动 方程 是 
(4 十 54) (x+dxr)=b 
从 中 减 去 hx =b, 得 
854Cr 十 Sr) 十 45r 一 0 
则 
Br 一 一 4 -64Cr 十 Sr) 
相应 地 有 
sxzll 委 141。1s41。1z 十 sz 
由 于 (4 十 84) 可 道 , 且 b 隆 0, 上 x 十 8x 中 天 0, 推 导出 


| ax 1 1 541 
~ 四 。 
T ey 1 4 一 外 。141 TAl (4.64) 


同样 ,方程 组 系数 矩阵 的 扰动 给 方程 组 解 带 来 的 相对 扰动 也 不 大 于 系数 矩阵 相对 扰动 的 
(中 A .A1) 倍 。 
公式 (4. 63) 和 公式 (4.64) 均 表明 ,A 中 4 必 反映 了 方程 组 的 解 对 系数 矩阵 和 常数 
向 量 扰动 的 敏感 程度 , 它 表征 着 方程 组 的 性 
定义 (4.8) 设 4 为 非 奇异 矩阵 , 称 ‖ A' 上。 4 | 为 矩阵 4 的 条 件数 。 记 作 
Cond(4) 一 1 41。1 A (4. 65) 
条 件数 与 选用 的 矩阵 范 数 有 关 。 当 采 用 和 矩阵 的 算 子 范 数 时 ,由 于 141,.， 1 4 1 全 
144 ,二 中 11 ,= 二 1, 所 以 条 件数 是 一 个 不 小 于 1 的 数 。 
显然 ,方程 组 系数 矩阵 的 条 件数 小 ,系数 矩阵 和 常数 向 量 的 扰动 引起 方程 组 解 的 相对 变化 
小 :系数 矩阵 的 条 件数 大 ,系数 矩阵 和 常数 向 量 的 扰动 引起 的 方程 组 解 的 相对 变化 就 可 能 大 。 
当 方程 组 的 系数 矩阵 和 常数 向 量 同时 存在 扰动 时 , 这 个 结论 仍然 成 立 。 在 一 般 情 况 下 , 当 
1 4”8411 入 上 41。1841 二 1 时 ,有 
jsxl < Cond(4) (@ 6b 


xl 1 conac, og oT 


当 方程 组 系数 矩阵 的 条 件数 相对 较 小 时 , 称 这 个 方程 组 是 良 态 的 ;反之 , 当 方程 组 系数 和 矩 
阵 的 条 件数 相对 较 大 时 , 称 方程 组 为 病态 的 。 同 时 也 分 别称 该 矩阵 为 良 态 矩 阵 或 病态 矩阵 。 
一 1 — 


1 541 
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用 数值 稳定 的 方法 解 良 态 方程 组 时 ,必然 得 到 较 精确 的 解 ; 同 理 ,用 数值 稳定 的 方法 解 病态 广 
程 组 时 ,结果 的 精度 就 可 能 很 差 。 
例 4.10 ”求解 线性 代数 方程 组 
他 二 10'x; 一 10+ 


zi 十 zz = 


解 方程 组 的 精确 解 是 x 一 1,z: 一 1。 由 于 系数 矩阵 的 条 件数 Cond_ (4) 一 0. 十 DA 
10 很 大 ,方程 组 是 严重 病态 方程 组 。 采 用 顺序 高 斯 消去 法 ,得 出 的 解 是 x! 一 0vz: 一 1, 严 
重 失 直 。 
在 实际 应 用 上 ,对 于 病态 方程 组 ,一 般 可 以 采用 高 精度 数值 计算 ,以 减轻 病态 矩阵 对 解 的 
影响 。 有 时 也 选择 一 个 适当 的 数 乘 以 方程 组 中 的 某 个 方程 ,能 够 改变 系数 扼 陈 的 条 件数 , 合 广 
程 组 解 的 精度 有 所 改善 。 


本题 中 用 10… 乘 以 第 一 个 方程 ,方程 组 的 系数 矩阵 变 为 且 一 [" 1] .从 而 条 件数 是 


Cond (0B) 一 0 4, 比 原 方程 组 的 条 件数 大 为 减 小 。 采用 列 主 元 素 消去 法 ,可 以 解 得 


zi 一 1,z; 一 1, 显 然 是 一 个 相对 精确 的 解 。 
4.3 解 线 性 方程 组 的 选 代 法 


解 方程 组 的 选 代 法 就 是 用 逐步 逼近 的 方法 寻找 方程 组 精确 解 的 近似 值 。 基 本 过 程 如 下 ， 
(1) 先 构 造 方程 组 hx =b 的 同 解 方 程 组 


x=Mx+g (4.67) 
(2) 再 依据 上 式 写 出 迭代 格式 (或 迭代 公式 ) 
x 一 Mr 十 8 (k=0,1,2,.) 《4. 68) 
其 中 ,M 被 称 为 迭代 矩阵 ， es 
(3) 然后 选 定 初始 向 量 x“” ER", 用 迭代 公式 (4. 68) 逐步 迭代 ,建立 迁 代 序列 {x} 。 


(4) pn et 是 收敛 的 ,迭代 序列 的 极限 x” 六 六 和 
Ax =b 的 解 ;车 序列 (x ) 不 收敛, 则 称 选 代 格 式 (4. 68) 是 发 散 的 。 
通常 用 误差 控制 量 e 来 控制 迭代 过 程 。 当 迁 代 向 量 误差 (x” 一 x ) 的 范 数 小 于 给 定 控制 
量 时 , 即 
| 让 (4. 69) 
则 停止 迭代 ,并 以 x” 作为 方程 组 的 近似 解 ,xz” 二 x 。 有 时 也 用 相 邻 两 次 迁 代 向 量 差 (z 
二 x") 的 范 数 小 于 给 定 精度 。 来 控制 迭代 过 程 。 当 
| i 一 ze 一 人 
时 停止 迭代 ,并 以 x**” 作为 方程 组 的 近似 解 , 即 x” ~ xe 
用 和 迭代 格式 (4. 68) 逐步 迭代 求解 方程 组 的 方法 称 为 迭代 法 ,也 称 为 二 阶 线性 定常 迭代 
法 。 迁 代 法 较为 适合 于 求解 系数 矩阵 为 高 阶 稀疏 矩阵 的 方程 组 ,计算 程序 比较 简单 ,但 迭代 法 
的 一 个 重要 问题 是 收敛 性 和 收敛 速度 。 
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定理 (4.8)( 和 迭代 法 基本 定理 ) ” 迁 代 公式 ri 二 Mx 十 g(k 二 0,1,2,…) 对 任意 初始 向 
量 x'" ER" 与 右 端 向 量 8 都 收敛 的 充分 必要 条 件 为 pCM) 一 1。 

定理 (4.9) 设 一 般 迭 代 公 式 x 一 Mr 十 8 一 0,1,2,…) 的 迭代 矩阵 M 满足 
1 AM 1 ,==q 二 1, 则 对 于 任意 初始 向 量 x* ER" 与 右 端 向 量 8 ,迭代 法 都 收敛 于 精确 解 z” 。 并 
且 有 误差 估计 式 


xT 
| 1 一 9 


1 
(4.70) 
证 明 ”根据 定理 (4. 8), 当 和 迭代 矩阵 M 满足 1 M1 =g 二 1 时 ,对 于 任意 初始 向 量 x E€ 
R" 与 右 端 向 量 g ,用 选 代 公式 x ”一 Mx 十 g(k 二 0,1,2,…) 建立 的 迭代 序列 {x } 均 收 敛 
于 方程 组 x = Mx 十 g 精确 解 x ”。 
上 
lM 一 zw) + Me® ox) 1 < 
NM 
当 | M1 二 1 时 , 移 项 并 整理 就 有 


0 [MI | yw ye 
le -x < el 
应 用 算 子 范 数 | M | ,一 9, 就 得 式 (4. 70) 的 第 一 式 。 另 外 
1 zx 风 一 ze = Me re < IMI re 1 入 


四 MI x? | SM 天 一 站 
代入 式 (4.70) 的 第 一 式 , 可 得 第 二 式 。 

由 式 (4.70) 的 第 一 式 可 知 , 当 | AM 1 ， 比 1 小 很 多 时 ,可 以 用 | x 一 x“*" | 来 近似 解 的 
误差 向 量 的 范 数 ‖ x 一 x | ,也 就 是 能 用 前 后 相 邻 两 次 迭代 向 量 的 范 数 小 于 事先 给 定 的 某 
二 精度 作为 终止 欠 代 过 程 的 条 件 。 

还 可 以 用 式 (4.70) 的 第 二 式 来 估计 选 代 的 次 数 。 若 要 求解 向 量 的 近似 值 x% 满足 
x" 一 x 中 <e, 则 由 式 (4.70) 的 第 二 式 可 得 

人 一 : 
9 < To Te 


两 边 取 对 数 就 是 


Dog 
9 nf Te x <] 


考虑 到 g 二 1, 于 是 有 
一 
[WE 
Ing 


需要 指出 的 是 ,上 面 定理 (4.9) 给 出 的 迭代 法 收敛 条 件 | M 1 , 一 1 是 充分 条 件 , 因 此 当 
1 M1 二 1 时 并 不 能 肯定 迭代 序列 {x") 发散。 


4.3.1 雅 可 比 和 迭代 法 


ln 


人 之 (4.71) 


雅 可 比 (Jacobi) 迭代 法 是 最 简单 的 迭代 法 ,故此 也 称 为 简单 迭代 法 。 
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1. 选 代 公式 和 选 代 过 程 
设 ”元 线性 代数 方程 组 


fanzi 十 atzzz 十 … 十 ar 一 和 


la 十 axzrs 十 … 十 az 一 如 
loszry 十 azs 十 … 十 ar 一 思 
的 系数 矩阵 非 奇异 ,并 且 对 角 元 素 ws (i 二 1,2,…,n) 均 不 等 于 零 , 则 其 等 价 方程 组 是 


I! = 工人 一 azs 一 …… 一 Qizo)》 
a 


pt 


zs = (bs — nz — anry —* — amrn) 
a2 
过 
I, = Rl ga at) 
建立 返 代 公式 
zi = 工作 一 oaz 多 一 光一 anz 多 ) | 
an | 
1 
Ss 
az 人 全 起 =0,1.2) L472) 
TH th ar ds) 


ne 

选取 初始 向 量 x” = {xz zx … rm)T， 代 和 和 迭代 公式 得 到 x0 = 
人 Zz) ,再 将 x 代入 和 迭代 公式 得 到 x'52 ,……, 依 次 迭代 就 能 形成 迭代 序列 
人 *”) ,迭代 序列 的 极限 就 是 线性 方程 组 的 精确 解 。 也 可 以 用 有 限 次 迭代 的 结果 作为 方程 组 
的 近似 解 。 和 迭代 公式 (4.72) 的 向 量 分 量 形式 是 

ft = 二 他 Dest) G12 nk 0 le) (4.73) 

按照 只 代 公 式 (4. 72) 进行 迭代 .建立 向 量 序列 {x} 的 方法 称 为 解 线性 方程 组 的 雅 可 比 
迭代 法 ,简称 为 ] -和 欠 代 法 。 该 迭代 法 的 迭代 公式 非常 简单 ,每 次 只 需 计 算 和 矩阵 和 向 量 的 乘积 ， 
计算 机 运算 程序 也 不 复杂 。 

2. 迭代 和 矩 阵 

把 线性 方程 组 Ax ==b 变形 为 

Dx+ (4A—D)x=b 


式 中 ,对 角 和 矩阵 也 是 
an 0 0 
也 一 i AY (4.74) 


0 全 
和 矩阵 (4 一 D) 的 对 角 元 素 均 等 于 零 。 由 于 矩阵 D 非 奇 异 , 上 面 的 矩阵 方程 又 能 够 写成 
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x=(I—D'A)x+D'b (4.75) 
与 式 (4.67) 对 比 可 知 , 雅 可 比 和 迭代 法 的 迁 代 矩阵 为 
M)=I— DA (4.76) 
并 且 右 端 向 量 为 
有 一 DT 
例 4.11 用 雅 可 比 迭 代 法 求解 线性 方程 组 
10 3 1]fz 14 
2 一 10 3||z|=|-5 
3 10| |z， 14 


解 ”方程 组 的 精确 解 是 x* =[L 1 1]"。 
根据 公式 (4. 72) ,方程 租 的 迭代 公式 是 


C2 十 4 —3z — zx) 


a 
二 10 


CD 
2 


一 (一 5 一 2z 亿 一 3z 包 ) (k=0,1,2,.%) 


z 
rr 
zy =1604 2 3z 和 5 ) 


取 x” 二 [0 0 0]", 选 代 六 次 的 计算 结果 见 表 4. 1。 
表 4.1 


1 2 3 4 5 6 


1.000 251 
1.005 795 
1.000 251. 


由 表 可 见 ,x'” 已 经 十 分 接近 精确 解 。 
程序 (4.9) ”用 雅 可 比 迭 代 法 解 线性 方程 组 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 雅 可 比 迭 代 法 解 线性 方程 组 hx 一 5 
function [x ni] = EqsJaco(A,b,x0,ep, Nm) 
%% 输 入 :A 方程 组 的 系数 矩阵 CN X N, 非 奇异 ) 
% b 一 一 方程 组 的 常数 向 量 (N X 1) 
% x0 一 一 迭代 初 值 向 量 CN x 1) 
% ep 一 一 近似 解 的 精度 
% Nm 一 一 迭代 次 数 上 限 
和 输出 :x 一 一 方程 组 的 近似 解 向 量 (N X 1) 
% ni 一 一 实际 迭代 次 数 


n= length(A); %n 是 方 阵 A 的 行 数 和 列 数 
ni 一 0; % 初始 化 ni 


x 二 x0; x0 二 x 十 2*ep;  ”% 初始化 x, 以 进入 下 面 循环 
while max(abs(x — x0)) > ep & ni< Nm, ni 一 ni 十 1; x0 = x; 
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fori= 1:n 
y(D = bY); 


brj= 1:n 


fj~=i 


y(D = yGD 一 Adij)*x0G)， 站 计算 名 一 > ovz 交 
end 
end 
y(i = y(GDVAGi,D， 站 计算 zfeb 一 2 (6 — Dayr) 
5 全 
end 
x 一 y 
end 


用 程序 (4. 9) 解 方程 组 
4zi 十 3z; 一 24 
3zi 十 4z; 一 zi 一 30 
一 zz 十 4zs 一 一 24 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


>> A=[4,3,0; 3,4, 一 1; 0, 一 1,4]， % 输入 系数 矩阵 

>> b=[24,30, —24]'; % 输入 常数 向 量 

>> [x ni] =EqsJaco(A,b,[0,0,0]’,le— 4,70) % 调用 程序 (4. 9) 解 方程 
输出 结果 : 

x=[3.0000 4.0000 — 5.0000]' 

ni=49 


即 方程 的 解 为 x 二 [3.000 0 4.0000 一 5.000 0]', 和 迭代 次 数 为 49 次 。 
4.3.2 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 


赛 德尔 迭代 法 也 称 高 斯 - 赛 德尔 (Gauss-Seidel) 迭代 法 , 简 记 为 G-S 方法 , 它 是 简单 迭代 法 
的 改进 。 

1. 移 代 公式 和 迭代 过 程 

车 迭代 序列 {x 中 ) 收 伊 , 则 当 足 够 大 时 ,x*“” 比 x% 更 接近 方程 组 的 精确 解 x" ,同样 
zf" 比 z 更 靠近 方程 组 精确 解 向 量 的 第 ; 个 分 量 z，。 在 雅 可 比 和 迭代 法 中 ,计算 x'e7 的 分 
量 zf (Gi 之 1) 时, 仍 使 用 x 的 所 有 分 量 ,而 对 已 经 计算 出 且 精 度 更 高 的 向 量 x*'? 的 分 量 zf ， 
XsX 周 ?没有 及 时 利用 。 显 然 ,车 用 组 合 向 量 [zx … zz? zz 代入 连 
代 公式 计算 xf" , 则 迭代 序列 的 收敛 速度 可 望 有 所 提高 。 这 正 是 高 斯 - 赛 德尔 迁 代 法 的 思路 。 

赛 德尔 迭代 法 迭代 公式 的 分 量 形式 是 
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1 KBD 
zf 一 二 (一 az 多 一 …… 一 aaszo) 
1 on 
ZH 一 一 (如一 anz 人 9 —anr® — — a ) 
22 
zt = (bs — anztD — ee — ao zi ) 
a 


即 


(k=0, 


(4.77) 


加 a 1 站 
zt = 二 他 Dasri Dasr®)=z™ +i(b, ozyom i Dhaszt) 
’ 全 | = 


j= 


即 用 向 量 [x 外。 zx] 计算 zi ,用 向 量 [zf xz 
” 用 向 量 [z*” … ?zz 久 ] "计算 xz? ,这 就 是 高 斯 - 赛 德尔 迭代 格式 


的 思路 


2. 迭代 欠 阵 
把 方程 组 hr 一 b 的 系数 矩阵 4 分 解 为 三 个 矩阵 之 和 , 即 
A=L+D+U 
其 中 
0 0 « 0 0 a 
也 一 | v= ° y 
au aw … 0 0 0 


则 高 斯 - 赛 德尔 迭代 公式 的 矩阵 形式 是 


x 一 一 DELroetb 一 DrUxw 十 Dr 


或 者 是 
(CD 十 LD)xewrb 一 一 Uxw +b 


设 as(i 二 1,2,…,n) 均 不 等 于 零 , 则 和 矩阵 (D 十 L) 非 奇异 ,从 而 有 


EH D+ "Urs+ D+ 


与 式 (4. 67) 比较 可 得 ,高 斯 - 赛 德尔 迁 代 法 的 迭代 矩阵 是 
Me =— (D+) VU 
并 且 右 端 向 量 为 
ge=(D+L)'b 
例 4. 12 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 求解 线性 方程 组 


1 14 
2 —10 3||y|=|-s 
1 3 10 lz 14 


解 ”方程 组 的 精确 解 是 x ==[1 1 1]7。 
根据 公式 (4. 77) ,方程 租 的 迭代 公式 是 


(4.78) 


2 计算 2 


(4.79) 


(4. 80) 


= 一 
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2 43 


3 一 了 一 5 一 2zerp — 3) (ko0,1,2,.°) 


一 了 
om 4 ye 


取 x” 二 [0 0 0]" ,迭代 五 次 的 计算 结果 见 表 4.2。 


表 4.2 
1 4 
1. 400 1.063 4 0. 995 I .001 2 0.999 8 
WW 0.780 1.0205 0.995 3 1.000 8 0.9998 
1.026 0. 987 5 1.001 9 0.999 6 1.0001 


由 表 可 见 ,x'” 已 经 十 分 接近 精确 解 ,精度 高 于 雅 可 比 选 代 法 的 六 次 迭代 精度 。 
程序 (4. 10) ”用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 解 线性 方程 组 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 解 线 性 方程 组 Ax 二 b。 
function [x ni] = EqsGauSei(A,b,x0,ep, Nm) 

外 输入 :A 一 一 方程 组 的 系数 矩阵 (N X N, 非 奇异 ) 
% b 一 一 方程 组 的 常数 向 量 (N xX 1) 
% x0 迭代 初 值 向 量 (N x 1) 
% ep 一 一 近似 解 的 精度 
% Nm 一 一 迭代 次 数 上 限 
% 输出 :x 一 一 方程 组 的 近似 解 量 (N X 1) 
% ni 一 一 实际 迭代 次 数 
n= length(A); %n 是 方 阵 A 的 行 数 和 列 数 
ni= 0 
for i 一 

ni 一 ni 十 1; 

forj = l:n 

= 
x(1) = (b(1) 一 A(1,(2:n)) * x0(2:n))/AC1,1)， 站 计算 z， 


:Nm 


elseif j n 
x(n) = (b(n) 一 A(n,1l:(n 一 1D))*(Cx(l:(n 一 1D))))7/ACnn); % i 计算 xz, 
else 
%x 和 x0 分 别 存放 第 i 和 第 (i 一 1) 次 迭代 近似 解 
xi) = (bdj) 一 AG,1:G 一 1D))*x(1:0 一 1D)) 一 AG,G 十 1):n) * x0(G 十 1):n))/AG,j)， 
% 计 算 xz 
end 
end 
if max(abs(x’ — x0)) < ep, break; end 
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用 程序 (4. 10) 解 方 程 组 
4zl 十 3zy 一 24 
3zri 十 4r: 一 za 一 30 


一 za 十 4ry 一 一 24 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> A=[4,3,0; 3,4, 一 1; 0,—1,4]; % 输入 系数 和 矩阵 
>> b=[24,30, — 24]'; % 输入 常数 向 量 


>>> [x n 丫 =EqsGauSei(A,b,[0,0,0] ,le 一 6,100) ”% 调用 程序 (4. 10) 解 方程 
输出 结果 : 

x=[3.0000 4.0000 5.000 0] 

ni=30 
即 方程 的 解 为 x = 二 [3.000 0 4.000 0 一 5.000 0]', 和 迭代 次 数 为 30 次。 


4.3.3 ” 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 的 收敛 性 


定义 (4.9) 车 矩阵 和 满足 |as|> |a | GG 二 1,2,…,n) , 即 在 矩阵 的 每 一 行 中 ,对 角 


全 
jr 


线 元 素 的 绝对 值 大 于 其 他 元 素 绝对 值 的 和 , 则 称 矩 阵 4 为 按 行 严格 对 角 占 优 矩 阵 。 若 矩阵 
满足 | | 六 |a 10 一 1,2，…sm) , 即 在 矩阵 的 每 一 列 中 ,对 角 线 元 素 的 绝对 值 大 于 其 他 元 


素 绝 对 值 的 和 , 则 称 和 矩阵 4 为 按 列 严格 对 角 占 优 矩阵 。 如 无 特别 指明 是 按 行 还 是 按 列 严格 对 
角 占 优 时 ,只 简称 4 为 严格 对 角 占 优 和 矩阵 。 

定理 (4. 10) ”车 方 阵 4 是 严格 对 角 占 优 矩 阵 , 则 其 为 非 奇 异 矩 阵 。 

证 明 ”用 反 证 法 证 明 。 若 4 是 按 行 严格 对 角 占 优 和 矩阵 , 即 


lol>la) (i=1,2,..…,n) 
假设 4 奇异 , 则 齐 次 方程 组 Ax 一 0 有 非 零 解 , 非 零 解 必 有 分 量 |z, | 一 max (|,|) 二 0， 对 
于 非 零 解 , 齐 次 方程 组 Ax 一 0 的 第 人 个 方程 是 
Sa 


即 


则 


lel zl=| Davz|< Blood slg lal: Dlesl 
志 总 过 


一 
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得 出 
lefts ja 


Fez 
pn 


这 与 4 按 行 严格 对 角 占 优 矛 盾 ,说 明 A 非 奇 异 。 

定理 (4.11) 若 方 程 组 Ax = 一 # 的 系数 矩阵 4 是 严格 对 角 占 优 和 矩阵, 则 求解 方程 组 的 雅 可 
比 选 代 法 和 高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 均 收敛 。 

证 明 ”这 里 只 证 明 高 斯 - 赛 德尔 迁 代 法 收 贫 。 设 4 是 严格 对 角 占 优 和 矩阵 ,研究 和 迭代 矩阵 
的 特征 方程 

la —Mc|=0 
将 式 (4.80) 代入 ,有 
lI—Mcl=IA+ (+D Ul=|L+D) "DL+D)+UV|= 
[IIL+D 7 aL+D)+U|I=0 
由 于 已 知 条 件 能 够 保证 | (二 十 D) |= |(L 十 D) | 天 0, 因 此 
latL+D)+U|=0 

即 


Mn aa … an 
Ma Ma … az 
E+D+UI=| . g sd 
Mn Mma … jam 
假设 |4| 宇 1, 再 不 妨 设 4 是 按 行 严格 占 优 的 , 即 
las >Blal+ Dl | 


it 


两 边 同 乘 || 就 有 


lal: al> 121( Slo + Dlel) > (Sn, 1+ Blel) 
说 明 A(L 十 DD) 十 吕 也 是 严格 对 角 占 优 矩 阵 ; 是 非 奇异 矩阵 ， ,这 与 前 面 的 结论 |4(L 十 D) 十 U | 一 
0 矛盾 , 故 假设 |4| 宇 1 错误 ,因此 只 有 |X| 二 1, 亦 即 p (Mc) 一 1, 故 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 收敛 。 
定理 (4. 12) (1) 若 方程 组 hx =b 的 系数 矩阵 A 为 对 称 正 定 和 矩阵 , 则 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 
收敛 。 
(2) 车 方程 组 hx 一 /的 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 矩阵 ,2D 一 4 也 为 对 称 正定 矩阵, 则 雅 可 比 
选 代 法 收敛 , 若 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 矩阵 ,2D 一 A 为 非 正 定 和 矩阵 , 则 雅 可 比 迭 代 法 不 收敛 。 


4.3.4 ”松弛 迭代 法 


1. 基本 思想 


OD 一 we wr 一 Fe) (4. 81) 


= 0 二 
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这 可 以 理解 为 一 种 误差 补偿 ,车 补偿 合适 , 则 收敛 速度 会 明显 加 快 。 反 之 ,可 能 使 收敛 速度 降低 。 
把 式 (4.78) 代入 式 (4. 81) ,求解 方程 组 hx ==b 的 松弛 迭代 法 计算 公式 为 
z+ (4. 82) 
{as 


A us 
2. 迭代 夫 阵 
把 高 斯 - 赛 德尔 迭代 公式 (4. 79) 代入 式 (4. 81) 右 端 ,可 得 

了 De 一 中 (一 LotD —Ux®+h)+ -wo Dr" 


整理 有 
re 一 (D+oL) ID-o D+ lr + (D+oL)'b 
其 迭代 矩阵 是 
Ms=(D+wL) '[D—w D+U)] (4. 83) 
3. 收效 条 件 
定理 (4. 13) ”松弛 迭代 法 收敛 的 必要 条 件 是 松弛 因子 w 满足 不 等 式 
0<w<2 

定理 (4.14) ”车 方程 组 hx 一 的 系数 矩阵 4 为 正定 矩阵 , 则 用 0 一 w 二 2 的 松弛 迭代 法 

求解 必 收 敛 。 


定理 (4.15) ”车 方程 组 Ax 一 的 系数 矩阵 4 为 严格 对 角 占 优 和 矩阵 , 则 当 0 一 ww 过 1 时 松 
弛 迭代 法 求解 必 收 敛 。 

定理 (4.16) ”车 方程 组 Ax = 的 系数 矩阵 4 为 对 称 正定 矩阵 , 且 还 是 三 对 角 阵 , 则 松弛 和 迭 
代 法 的 最 佳 松弛 因子 是 

2 
”1+VIr 

其 中 ,p (Mi ) 是 解 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 法 和 迭代 矩阵 Mi 的 谱 半 径 。 

当 0 二 中 志 1 时 ,松弛 迭代 法 也 称 为 低 松 弛 迭代 法 (SUR 法 ); 当 1 一 w 二 2 时 , 则 一 般 称 
为 超 松 弛 迭代 法 (SOR 法 ); 当 w=1 时 , 即 为 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 。 

例 4.13 ”分别 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 和 松弛 迭代 法 求 下 列 方程 组 的 近似 解 : 


(4.84) 


-4 1 1 1]fk 
1 -4 1 1|lz 
1 1 -41|z li 
1 1 1 -4lz| 


取 初 值 z” = [0 0 0 0]", 要 求 精度 到 10“。 
解 ”方程 组 的 精确 解 是 x* [一 1 一 1 一 1 一 1]"。 
高 斯 - 赛 德尔 迭代 公式 是 


sa ， 
et et ht Wt 


1 Di 
z= 一 zz 


(k=0,1,2,°…) 


CD Ct Tb 


op 1 
全 一 下 一 人 一 和 一 


CD CtD Cet 


1 GD 
I = 一 去 3 


= 一 4 人 一 
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计算 得 到 xs 一 [一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00]T, 满 足 要 求 。 
松弛 迭代 公式 是 


zi 
zz 
(一 0,1,2,…) 
一生 一 zx 一 z2 十 4 多 一 z 罗 ) 
zz 一生 1 一 zx 一 2 一 4? 十 4 多 
取 不 同 松弛 因子 w, 求 出 的 满足 精度 要 求 的 近似 解 列 人 表 4.3 中 。 
表 4.3 
w 1.0 1.1 工人 1.3 1.4 1.5 
k 21 | 16 | 11 | 10 13 16 


一 0. 999 99 一 0.999 99 一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 一 0.999 99 

有 一 0.999 99 一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 
x 

—1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00| | | 一 1.000 00 一 1.000 00 


一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 一 1.000 00 


由 表 可 见 ,不 同 松弛 因子 有 不 同 加 速效 果 。 
程序 (4. 11) ”用 超 松弛 和 迭代 法 解 线性 方程 组 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 超 松弛 夫 代 法 解 线性 方程 组 hx 一 b。 
function [x ni] = EqsSor(A.b,om,x0,ep, Nm) 
% 输入 :A 一 一 方程 组 的 系数 矩阵 ( 非 奇 异 ) 
% b 一 一 方程 组 的 常数 向 量 
% om 一 一 松弛 因子 (一 般 取 值 在 1 一 2 之 间 ) 
x0 一 一 迭代 初 值 向 量 
% ep 一 一 近似 解 的 精度 
% Nm 一 一 迭代 次 数 上 限 
% 输出 :x 一 一 方程 组 的 近似 解 向 量 
% ni 一 一 实际 选 代 次 数 
n= length(A)， %n 是 方 阵 A 的 行 数 和 列 数 
x = x0: x0 一 xx 十 2wepi 
O08 
= tril(A,.—1); U= triu(A.l); 


n 
L 
while norm(x0 一 x,inf) > ep & ni< Nm, ni 一 ni 十 1; x0= x; 
fbri= 1:n 
xt0) = (b(D 一 LGi'1:(i 一 D)*xCl:Gi 一 1)) 一 UGi，(Gi 二 Di:n) *x0 (i+1):n)) /ACGD); 
xfti) = (1 一 om)* xo(iD 十 oms#xt(iDD; 闻 此 两 句 是 公式 (4.82) 
end 


end 
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ini 一 一 Nm warning(' 迭代 次 数 己 达到 上 限 '); end 


用 程序 (4. 11) 解 方程 组 
一 4z, 十 zz 十 十 zs 一 1 
2 一 zz 十 25 十 24 一 I 
ZI 二 zz 一 4rs 十 zi 一 1 
Ti 二 za 十 zs 一 4z 一 1 
在 MATLAB 命令 窗口 给 入: 
>>> A=[ 一 4,1,1,1; 1, 一 4,1,1; 1,1, 一 4,1; 1,1,1, 一 4]; % 输入 系数 矩阵 


>> b=[1,1,1,1]'; % 输入 常数 向 量 

>> [x ni]=EqsSor(A,b,1. 3,[0,0,0,0]',le—6,100) % 调用 程序 (4. 11) 解 方程 
输出 结果 : 

x 一 [一 1.0000 一 1.0000 一 1.0000 一 1.0000]' 

ni 一 14 


即 方 程 的 解 为 x=[ 一 1.000 0 一 1.0000 一 1.0000 一 1.000 0]', 当 松弛 因子 为 1.3 时 ， 
迭代 次 数 为 14 次。 


4.4 ”物理 学 中 的 应 用 举例 一 一 直流 单 某 电 桥 分 析 


如 图 4.3 所 示 的 直流 单 臂 电 桥 由 电源 .四 个 电阻 和 检 流 计 组 成 ,电源 电动 势 为 已 ,内 阻 忽 
略 不 计 , 四 个 电阻 的 阻 值 分 别 是 Ri k==1,2,3,4)，, 检 流 计 的 内 阻 是 R,, 各 支 路 电流 强度 
I 二 1,2,3,4) 与 不 的 正方 向 如 图 中 所 示 。 根 据 基 尔 霍 夫 电压 定律 和 电流 定律 ,建立 如 下 方 
程 组 : 

LRi+ R=E 

LR + liR,— 1:R: =0 

DLR;— 1R,— 1R,=0 (4. 85) 
Lh—l—l.=0 

L—l1+1,=0 


当 其 他 量 均 已 知 时 , 解 线性 方程 组 ,可 以 求 出 支 路 电流 强度 1,(i 二 1,2,3,4) 与 J,。 


一 pr 
R, 

了 R, 天 R, 
~ > 全 
| 
ih 
图 4.3 


为 了 便于 分 析 ,利用 后 两 个 方程 ,从 前 三 个 方程 中 消去 I 和 ,得 
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CR 十 Rs) 了 —Rl=E 
Ri 一 RaT 十 Re 一 0 (4. 86) 
Rs 一 Ri — (Rs+R+R) I=0 
引入 常量 电流 1。 一 E/R。 和 无 量 纲 电 阻 7, 二 Ri/R。(k 二 1,2,3,4) ,上 式 进一步 写成 
nh—nl— (trt+D) l=0 
nh—rlt+l,=0 (4. 87) 
n+r)l—l=l 


用 矩阵 乘法 表示 为 
rs 一 mi —m+rn+D)] fl [9 
ni 二 1 1,|=1, |0 (4. 88) 
(nt+rn) 0 一 1 1 


为 了 分 析 电阻 re (k 二 1,2,3,4) 的 不 同 配置 对 电 桥 平 衡 特性 的 影响 ,分别 选 取 几 组 不 同 的 
rk 二 2,3,4) , 解 线性 方程 组 ,计算 六 变化 过 程 中 ,电流 1,1: 与 1 随 参数 


a=A/n (4. 89) 


rz/ry 
的 变化 情况 。 当 a = 二 1 时 , 电 桥 平衡 ,1, 二 0。 
程序 (4.12) ”分 析 单 臂 直 流 电 桥 平衡 特性 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :对 于 不 同 的 六 从 一 2,3,4) 取 值 , 当 x, 变化 时 解 线性 方程 组 式 (4. 88) ,并 计算 
a, 绘 制 曲线 I, -a,D -aa 和 71-a。 
% 分 析 单 臂 直流 电 桥 特 性 的 MATLAB 程序 。 


r2=5; r3=5; M=5; % 给 r: 一 赋值 

a0 = r2/r4s % 计算 rz/r 值 

k=0; 

for al = 6* a0/10: a0/20:14 * a0/10; 
k= k 十 1; 
rl = alxr3; %% 计 算 n 值 
A(l,1) = ra A(1,2) = 一 rd A(1,3) = —(r3+r4+1)s % 建立 系数 矩阵 
A(2.D) = rl A(2,2) = 一 r23 A(2,3) = 1; 
A(3,1) =r1+r3: AC3,2 A(3,3) = 一 1; 
b= [001]'; % 建立 常数 矩阵 
x = coluGauss(A,b): % 列 主 元 素 高 斯 消去 法 (程序 (4. 2)) 解 方程 组 
(kk) = x(1); I2(k) = x(2); lg(k) = x(3); % 取出 了 ,1 和 1 的 值 
ala(k) = (rl/r3)/Cr2/r4); %% 计 算 a 值 

end 

ax0 = 0 * ala; 

subplot(1,3,1); % 绘制 1, -a 曲线 


plot(alla, lg,’ — k',ala,ax0,’ — kD); 

xlabel(\alpha’); ylabel('Lg /1.0'); 

axis tights 

grid ons 

gtext('r 2 一 5; r3 一 5 r4 一 5)3 % 在 图 中 标 r;,rs,r, 的 值 
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subplot(1,3,2); % 绘制 -a 曲线 
plot(ala, I, — k); 

xlabel(’\alpha’); ylabel('L 1 /1.0); 

axis tights 

grid ons 

subplot(1,3,3); % 绘制 1: -a 曲线 
plot(alla,12,' — k'); 

xlabel('\alpha’); ylabel('1L2 /1.0); 

axis tights 


grid ons 


对 于 不 同 的 r,(k 二 2,3,4) 取 值 ,运行 程序 ,绘制 的 曲线 如 图 4.4 所 示 。 从 图 中 总 结 出 a 在 
0.9 一 1.1 之 间 变化 时 ,电流 1, ,1 和 1 的 变化 范围 , 列 于 表 4.4 中 。 


图 4.4 


(r=5n=5r=5: (br =r= 5 
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T0809 iT 1.2 1.3 070809 41411 1.2.13 0. 0.809 411 ba 1 

(e) 

续 图 4.4 

(dr 一 5vm 一 5r 一 1 (r=5,r=10r=15 
表 4.4 
序号 站 = 2,3,4) 取 值 J 变化 范围 了 变化 范围 I 变化 范围 

1 n= 一 5 一 5 0. 005 一 一 0.004 0. 106 一 0. 095 0.096 一 0. 103 
2 产 一 1 一 5.m 一 5 0. 006 一 一 0.005 0.171 一 0.167 0. 158 一 0.174 
3 ra = 5 = lr 0.007 ~ 一 0.006 0.53 一 0.47 0.097 一 0. 103 
4 r=5r=5,n=1 0. 003 一 一 0. 002 0.037 一 0.031 0. 165 -> 0. 168 
5 ra = 5r3 = 10,r = 15| 0.0026 一 一 0.002 5 0.077 — 0.073 0.047 — 0.053 


从 表 中 数据 可 以 发 现 , 在 a 从 0.9 到 1.1 的 变化 过 程 中 , 当 r, 二 5,rs 二 1,7, 二 5 时 ,1 的 变化 范 
围 最 大 ,说 明 电 桥 对 平衡 状态 最 为 敏感 。 


习 题 


1. 用 顺序 高 斯 消去 法 解 方程 组 : 
zi 十 2rs 十 zi 一 2z4 一 4 


3zri 一 :十 2ry 一 一 3 
2z: 十 5z: 十 3zi 一 2z4 一 7 
(1)4zi 十 zs 十 za 一 一 4 (2) 
一 2zi 一 2z: 十 3r: 十 5z 一 一 1 
2zi 十 zz 一 Xs 二 一 3 


Zi 十 3rz 十 2zi 十 3T4 二 0 
一 M6 一 
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2. 用 列 主 元 素 高 斯 消去 法 解 方 程 组 : 

2z: 十 3zs 十 5zs 二 5 1 十 Zi 一 Zs 二 3 
ttm oi 

zi 十 3rs 十 3zi 一 5 一 zi 一 2z; 十 zi 一 一 5 
3. 分 别 用 克 洛 特 分 解法 和 杜 利 特 尔 分 解法 对 下 列 和 矩阵 作 LU 分 解 。 


2 3 4 
一 条 冶 8 
1 4 3 16 
(1)4 一 | 一 4 18 一 16 (2)B 一 
1 8 27 64 
一 5 2 一 20 


1 16 81 256 
4. 用 克 洛 特 分 解法 解 方程 组 : 


2z, 十 6z; 一 zi 一 一 12 Ti 十 271 十 zs 二 0 
(1)4571 — zs +2z: =29 (2)42zri 十 2z: 十 3zs 一 3 
一 3zi 一 4zz 十 zi, 一 5 一 zi 一 3z: 一 
5. 用 杜 利 特 尔 分 解法 解 方程 组 : 
ri 一 zs 二 zs 二 一 4 zi 十 za 一 zi 一 3 
(1)45zi 一 4zs 十 3r; 一 一 12 (2)42zi 一 zs 十 3zs 一 0 
2zi 十 xs 十 zi 一 11 一 zi 一 2z: 十 zi 一 一 5 
6. 分 别 用 平方 根 方法 和 改进 的 平方 根 方法 解 方程 组 : 
4zi 一 2z: 一 4ry 一 10 4zi 十 2zs 十 2zi 一 3 
(1)4 一 2z: 十 17z: 十 10z; 一 3 (2)42z1 十 10z; 十 zy 一 6 
一 4zi 十 10z: 十 9zy =7 2z, 十 z: 十 2z: 一 2 


7. 用 追赶 法 解 方程 组 ， 


2zi 一 zz 一 1 


6 ly 一 zi 十 2z: 一 zs 一 让 
(Dizi+5r:+r, =14 (2) 
| 一 rz: 十 2r: 一 zi 一 工 
zs 十 5zi 一 7 3 
一 zy 十 2z, 一 让 


8. 设 向 量 x 二 [1 一 4 5] 7, 拭 阵 4 一 EE 


1A ls Al . 
9. 设 矩阵 4 一 | 1 。 99 | , 求 其 行 范 数 条 件数 
=|, 99 | 


10. 分 别 用 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 求解 下 列 方程 组 。 初 始 向 量 取 为 零 向 量 ， 
要 求 ‖ zwb 一 zw | 二 至 x 107,。 


zi 十 8rz 十 zs 一 12 zi 十 5zz 一 3zs 一 2 


20zi 十 2zz 十 3zri 一 24 5ri 一 2zz 十 zi 一 4 
(1) (2): 
2zri 一 3zz 十 15zs 一 30 2zi 十 zs 一 5zi 一 一 11 


一 MY 一 
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11. 试 对 下 列 方 程 组 进行 等 价 变形 后 建立 收敛 的 迭代 公式 ,证 明 远 代 公式 是 收敛 的 。 并 由 
此 说 明和 迭代 法 的 收敛 ,发 散 性 质 可 能 由 于 方程 组 中 方程 或 未 知 量 的 排列 顺序 的 改变 而 改变 。 
zi 十 6zt* 一 2zs 一 1 3zl 十 zz 十 2zs 一 6 
oo 十 5zs 一 2 oe 十 za 一 8 
4zi 十 工 一 Za 一 3 zl 十 2zs 一 2 
12. 试 分 别 讨论 用 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 解 下 列 方程 组 的 收敛 性 。 


zl 十 2zry 一 2z: 一 1 2z: 一 十 并 一 2 
(1)4z: 十 zy 十 zs 一 2 cj 
2ri 十 2z: 十 zs 一 一 3 zi 十 za 一 2zr: 一 3 
13. 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 解 下 列 带 状 方程 : 
12z, 一 2z: 十 zs 


-2zi 十 12z* 一 2z: 十 z 


zi 一 2zrz 十 12r; 一 2zrt 十 zs 
za 一 2zy +127, 一 2zrs 十 zs 一 5 
zu 一 2zo 十 12ru 一 2ze 十 ze 一 5 
xn 一 2ru 十 12re 一 2ri 一 5 
zt 一 2zu 十 12zw 一 5 
14. 取 xf 一 [0 0 0]7, 用 SOR 法 解 下 列 方程 组 : 


4z) 十 3 一 16 
(01)43z1 十 4x: 一 一 20( 取 松弛 因子 w 一 1.24, 要 求 | xn 一 xz。 << 坪 x104 
一 zs 十 4r; 一 一 12 


一 zi 十 4zz 十 2zxs 二 20( 取 松弛 因子 w 二 0.9, 要 求 上 x? 一 x 中 上 过 二 X10%) 
2zi — 3z: 十 10zs 一 3 
15. 一 圆锥 曲线 z: 十 bry 十 cy 十 dz 十 ey 十 f= 二 0 通过 5 个 不 同 的 点 :cu (14.38,3.94) ， 
cz (11. 38,2.79) ,cl (7.42,3.07) ,cs (6.38,5. 11) ,cs (8. 81,2. 59) 。 建 立 圆锥 曲线 方程 中 的 5 
个 系数 满足 的 线性 方程 组 ,并 利用 列 主 元 素 高 斯 消去 法 编程 求解 。 
16. 在 微 积分 中 ,下 列 积分 可 以 通过 部 分 分 式 技术 求 出 : 
| xz: 十 xz 二 1 
(te—2 (rc 3 0+ 


这 需要 在 下 列表 达 式 中 计算 出 系数 A, (i 二 1,2,…,6) : 
x 十 zx 十 1 A + 4 + 4 + 4 Asr+As 
DCz 一 2D)(z 一 3)5Cz 二) (rl) (Cr—2) (rz—3): (rz—3) (ri+1) 


5zi 十 2z: 十 zs 一 一 12 
(2) 


(x- 
建立 求解 A,(i 二 1,2,… ,6) 的 线性 代数 方程 组 ,编写 解 方程 组 的 计算 机 程序 并 解 出 系数 A,(Gi 一 
1,2，…,6)。 
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17. 基 尔 霍 夫 电压 定律 指出 :电路 网 络 中 任意 单 向 闭路 的 电压 降 ( 或 升 ) 的 和 为 零 。 对 图 
4.5 中 的 电路 利用 基 尔 堆 夫 电压 定律 进行 分 析 , 可 得 到 如 下 线性 方程 组 : 
(Ri+R;+RON— Rl 一 Ri 一 已 
Ril — (Rs 十 R; 十 Rs)7: 十 Rs7 一 下 
Rn +Rsls — (Ri+R;tRe)ls=0 


针对 电阻 和 电源 电动 势 的 下 列 几 组 取 值 : 
(CUR 一 1 0,R: 一 1 0,R: 一 2 0,R 一 10,R =2 0,R 一 40,EI 一 23 V,E,=29 Vi 
(WR=10,R=0.75 R=1QR=20R=10,R= 40E= 12V,E= 21.5V; 
(3)R =1 0,R:=2 0,R; =4 0,R, =3 A,R; 一 10,R =5 QE =41 V,E,=38V, 
分 别 选用 解 线性 方程 组 的 不 同方 法 ,编制 计算 机 程序 ,求解 电流 强度 Ti 一 1,2,3)。 
18. 在 用 有 限 元 方法 求解 平面 应 力 应 变 时 ,最 后 归结 为 下 列 线性 代数 方程 组 : 


2.418 一 1.061 2.669 4.361 一 0.119 一 1.209 一 0.500] | 二 8. 262 
一 1.501 19.832 0.694 一 4816 2.274 2.001 一 1.909| |zx: 一 33.818 
2.308 1.728 ”一 15.165 一 2.023 1.104 2.107 ”一 1.000| |z; 一 52.673 
3.359 一 0.913 一 6.441 27.864 3.737 一 4.375 一 2.375| |z,|= | 一 97.284 
一 1.562 1.168 一 2.004 1.818 9. 490 0.401 一 1.073| | 六 20. 351 
1.174 7.318 一 2.278 一 0.143 一 9.835 一 31.670 4.114 | | 149.918 8 
0.109 一 1.313 一 0.900 一 1.972 一 3.514 一 1.107 12.094」|z; 81.653 


试用 高 斯 - 赛 德 尔 近 代 方 法 求解 这 个 线性 方程 组 。 

19. 图 4.6 所 示 是 一 个 交流 电路 , 其 中 交流 电源 的 电压 按 余 弦 规 律 变化 , 即 V(z) = 
Vocos(w1) , 式 中 V。 是 电压 的 振幅 ,w 是 电压 的 圆 频率 。 根 据 交流 电路 知识 ,求解 交流 电路 稳 
态 解 的 方法 与 直流 电路 的 求解 方法 类 似 , 只 要 把 各 个 元 件 的 阻抗 写成 复 阻 抗 (电阻 RR 的 复 阻抗 
zr 二 尺 ,电感 上 的 复 阻抗 z: 一 jwL ,电容 C 的 复 阻 抗 zc 二 1/(jwC), 这 里 j= 二 V 一 1) ,把 电源 电 
压 写 成 复数 形式 Y(z) 二 Vo。e™ , 列 方 程 求解 。 然 后 ,在 解 的 表达 式 中 取 各 个 量 的 实 部 即 可 得 到 
稳 态 解 。 用 电位 取代 电压 ,并 取 d 点 电位 为 零 。 列 出 稳 态 解 所 满足 的 方程 组 

- 
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V. 一 0 一 二 Rs 

V.—0=i(jwL) 

Vs—V,=i/(GwC) 

V—V,=iR 

V—V.=iR, 

六 ,三 训 , 比 克 

=i 十 i 
编制 根据 已 知 条 件 V,w, 上 ,C,R,(k 二 1,2,3), 解 线性 方程 组 计算 V。,V. sic,i(k 一 1,2,3,4) 的 
计算 机 程序 。 


20. 如 图 4. 7 所 示 , 质 量 为 m 的 直角 三 角形 物体 放 在 水 平面 上 ,其 斜 边 上 有 一 质量 为 ms 
的 滑 块 ,直角 三 角形 物体 的 角 0 一 /6, 当 地 重力 加 速度 5 一 10 m/s’ ,不 计 一 切 阻力 。 建 立 物体 
相对 于 水 平面 运动 的 加 速度 a 、 滑 块 相对 于 物体 运动 的 加 速度 a; \ 水 平面 对 物体 的 支持 力 N 
和 物体 对 滑 块 的 支持 力 N* 所 满足 的 线性 方程 组 ; 若 m 与 m* 选取 以 下 几 组 值 : 

(Dm 一 1 kg,maz 一 5 kg; 

(2)mai 一 5 kgymas 一 5 kg; 

(3)mi 一 5 kg,mz =1 kg。 
分 别 采用 解 线性 方程 组 的 不 同方 法 ,编制 计算 机 程序 , 求 a1 ,as ,N, 和 N; 的 值 。 
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矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 求解 是 科学 和 工程 计算 中 的 一 类 重要 问题 ,如 动力 学 系统 和 结 
构 系 统 的 振动 问题 及 物理 学 中 的 本 征 问 题 等 都 涉及 系统 特征 值 和 特征 向 量 的 求解 。 本 章 介绍 
计算 矩阵 模 最 大 特征 值 及 对 应 特征 向 量 的 乘 寡 法 .计算 矩阵 模 最 小 特征 值 及 对 应 特征 向 量 的 
反 寡 法 .计算 实 对 称 和 矩阵 全 部 特征 值 及 对 应 特征 向 量 的 雅 可 比方 法 。 


5.1 和 撼 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


定义 (5.1) ”对 于 方 阵 4, 若 有 数 4 及 非 零 向 量 ， 满足 
Av=Av 《5. 1) 
则 称 4 为 矩阵 4 的 特征 值 ,v 为 属于 特征 值 ) 的 特征 向 量 。 
在 线性 代数 中 ,计算 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 时 , 先 求 解 特征 方程 


|4—al|=0 (5.2) 
即 
| 一 4 a a 
Se “|=o (5.3) 
| a ae 
把 上 式 中 的 行列 式 展 开 后 ,得 到 一 个 次 多 项 式 
PQ) 一 (一 2 十 下 一 2 一 十 且 (一 人) 于 十 …… 十 1 (一 2) 十 下 (5.4) 


称 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 , 其 中 1,(i = 二 1,2,…,n) 是 矩阵 4 的 主 不 变量 。 从 特征 方程 解 出 矩 
阵 的 特征 值 4,0i 二 1,2,…,n) 后 ,再 解 线性 方程 组 
(A—AT)rv,=0 (5.5) 

求解 对 应 于 特征 值 4, 的 特征 向 量 w 。 

由 于 求解 高 次 多 项 式 方程 式 (5. 3) 本 身 是 一 件 困难 的 事 , 因 此 很 难得 到 高 阶 和 矩阵 的 特征 
值 和 特征 向 量 。 本 章 介绍 三 种 简单 而 又 有 效 的 计算 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 近 似 值 的 数值 
方法 。 

以 下 两 个 定理 可 用 于 判定 矩阵 特征 值 的 存在 性 : 

定理 (5.1) ”对 于 每 一 个 唯一 的 特征 值 4, 至 少 有 一 个 与 该 特征 值 对 应 的 特征 向 量 v; 如 果 
特征 值 4 是 特征 方程 式 (5. 3) 的 m 重 根 , 则 至 多 有 m 个 与 该 特征 值 相 应 的 线性 无 关 的 特征 
向 量 。 

定理 (5.2) 设 X,(i 二 1,2,…,m) 是 方 阵 4 的 互 不 相同 的 特征 值 ,并 且 对 应 的 特征 向 量 为 
站 人 一 1.2, om) , 则 {wy ,ve，…,v。) 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 集合 。 

例 5.1 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 : 
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「 3 二 1 " ] 

A= | 一 1 2 一 1 

0 一 1 | 
并 证 明 这 些 特征 向 量 线性 无 关 。 
解 ”年 阵 4 的 特征 方程 为 
.et pe 0 

I4—A1|=|—1 2—X 
0 一 人 3 一 2 


得 到 三 个 特征 值 ,一 1 一 3 二 4。 
将 特征 值 2, =1 代入 式 (5. 5) ,得 到 与 特征 值 4, 对 应 的 特征 向 量 m = [zw， zi xzn] 满 
Eg 


足 的 线性 方程 组 
2 —1 0 
区 1 一 | 
0 —1 ?1 


解 出 特征 向 量 是 wm = [a 2a a]"=a [1 2 1]", 其 中 a 是 任意 非 零 常数 。 采 用 同样 的 方 
法 , 求 出 与 特征 值 *: =3 和 4, 二 4 对 应 的 特征 向 量 分 别 是 v=b [1 0 一 1]" 和 = 


Tu 


zl | =0 


c[1 一 1 1]", 这 里 5 和 c 也 是 任意 非 零 常数 。 
由 于 三 个 特征 值 互 不 相同 ,根据 定理 (5. 2) 可 知 这 些 特征 向 量 线性 无 关 。 另 外 ,由 于 
a b c 
mn Ww wn|=|2a 0 .—c|=—6abc #0 
a < 
因此 特征 向 量 w (i 二 1,2,3) 线性 无 关 。 
将 对 角 和 矩阵 
2 0 
0 hz 0 
也 = diag(i，Mz，…, 必 ) 一 
0 0 A 
与 第 i 行 元 素 等 于 1、 其 余 元 素 均 等 于 0 的 向 量 b, 二 [0 0 … 0 1 0 … 0]" 相 乘 是 
Db,=[0 0 … 0 4 0 … 0]'=4,b, 


与 式 (5.1) 对 比 发 现 , 向 量 b, 是 矩阵 DD 对 应 于 特征 值 , 的 特征 向 量 。 

这 个 分 析 表 明 , 对 角 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 是 显而易见 的 。 如 果 能 把 一 个 矩阵 的 特征 
值 和 特征 向 量 与 一 个 对 角 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 联系 起 来 , 则 会 为 求解 矩阵 的 特征 值 和 特 
征 向 量 提供 极 大 便利 。 两 个 相似 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 之 间 有 着 紧密 联系 。 

定义 (5.2) “ 若 存 在 一 个 非 奇 异 和 矩阵 开 ,使 六 X7 和 矩阵 4 和 B 满足 关系 

及 一 天- 4K (5.6) 
则 称 矩 阵 4 与 B 是 相似 的 。 

定理 (5.3) 设 4 与 中 是 相似 矩阵 ,y 为 矩阵 4 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 ,那么 A 也 是 矩 
阵 B 的 特征 值 。 如 果 K 4K ==B., 则 w= 二 K"'v 是 B 对 应 于 特征 值 ? 的 特征 向 量 。 

定义 (5.3) ” 若 一 个 方 阵 与 一 个 对 角 和 矩阵 相似 , 则 称 这 个 方 阵 是 可 对 角 化 的 。 
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定理 (5.4)( 对 角 化 定理 ) mnXn 和 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 也 相似 , 当 且 仅 当 它 有 个 线性 无 关 的 
特征 向 量 。 如 果 4 与 D 相似 , 则 有 
Vi'AV=D=diagQi, hs * 4,) (5.7) 
式 中 
V=[n Ww * %] (5. 8) 
其 中 ,4,(i 二 1,2,…,n) 是 矩阵 4 的 特征 值 ,vi 二 1,2,…,n) 是 对 应 的 特征 向 量 。 
定理 (5.4) 说 明 , 具 有 个 不 同 特征 值 的 n Xn 和 矩阵 A 是 可 对 角 化 的 。 


5.2 条 加 法 


矩阵 的 模 最 大 的 特征 值 称 为 主 特征 值 。 在 许多 实际 问题 中 , 主 特征 值 起 着 重要 作用 ,如 迭 
代 和 矩阵 的 谱 半 径 决 定 着 求解 线性 代数 方程 组 迭代 公式 的 收敛 性 。 乘 宪法 就 是 用 来 计算 大 型 稀 
疏 矩 阵 主 特征 值 及 其 对 应 特征 向 量 的 简单 数值 计算 方法 。 

1. 计算 方法 

定义 (5.4) ”对 于 方 阵 4, 任 取 初始 向 量 x” ,利用 递 推 公式 

ED 一 让 7 k=0,1,2,%°) (5.9) 

构造 乘客 序列 {z 加 ) ;分 析 向 量 序列 中 向 量 x” 之 间 的 关系 ,就 可 以 得 到 矩阵 A 的 主 特征 值 和 
对 应 的 特征 向 量 。 这 种 方法 称 为 乘 宪 法 。 

2. 乘 暴 法 分 析 

假设 矩阵 4 有 特征 值 2, (i 二 1,2,…,n) ,并 且 | 和 | 三 | az| 三 三 |。| ,它们 对 应 的 > 个 
线性 无 关 特 征 向 量 是 ww(i=1,2,…,n)。 任 取 初 始 向 量 x”， 把 它 表示 为 向 量 
Vi 三 1,2,…,n) 的 线性 组 合 , 即 


(5. 10) 
那么 
sD A A( Tar) Far Doan 
一 般 地 ,有 本 加 才 
x ArTD = Saaty, (k=1,2,.0) (5.11) 
讨论 几 种 特殊 情况 : 2 
(1) 矩阵 A 有 唯一 的 主 特征 值 。 此 时 ,|41 | > |2: | 宇 … > |4, | , 式 (5.11) 改写 为 
。 4 
x = [0 n+ De (Fn) "| (5.12) 


车 a 去 0, 由 于 | 针 |<16=2,3,) , 当 上 充分 大 时 ,有 


x a Afar nm 
A a At a WA 澡堂 
写成 向 量 分 量 关 系 就 是 
一 153 一 
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Zr hz (i=1,2,,n) 


于 是 矩阵 的 主 特征 值 是 
二/ 人 一 1,2，v70D) (5.13) 
根据 x**"” 二 4x 二 1x, 与 41 对 应 的 特征 向 量 的 近似 值 为 
Wr (5.14) 


该 方法 中 , {x ) 的 收敛 速 度 取决 于 |Az/, | 的 大 小 。 
(2) 矩阵 A 有 两 个 相同 的 主 特征 值 。 设 4, ==4: 为 特征 方程 的 二 重 根 , 则 |4, |= |4; | > 
al 三 … 宇 14,1, 有 
x =At [er 十 azm 十 3 他 ) "] Ko 
车 a 六 oa 天 0 由 于 | 入 | 二 1G 二 3,4,…,D ,当头 充分 大 时 ,有 


x Ata n+as ye) 


XD a AP' (ay Was mm) 


得 到 主 特征 值 为 
Mx /re =1,2,% ,0) (5. 16) 
对 应 于 特征 值 h ,As 的 特征 向 量 的 近似 值 为 
mi (5.17) 


二 重 主 特征 值 的 这 种 处 理 方法 也 可 以 推广 到 多 重 主 特征 值 的 情况 。 
(3) 矩阵 4 的 两 个 主 特征 值 互 为 相反 数 。 设 ,= 一 4:, 则 [44|= |iz|> | 1:| 三 … 过 
|A,| ,有 


4 
E20 -| n+ Dia m+ Da 他 ) "] (5. 18) 
i=3 1 


着 a 天 0,vos 去 0. 由 于 | 外 
' 


二 1(i==3,4,…,n) , 当 上 充分 大 时 ,有 


x Aa n+ (— 1) y) 


XD os At (a n+ (— 1) a y) 


XHD oA (ai nt Da ry)=A x 
得 到 主 特征 值 为 
has +t VI CG=1,2,,n) (5.19) 
对 应 于 特征 值 4 ,* 的 特征 向 量 的 近似 值 分 别 为 
Wa 二 (5. 20) 


总 之 ,计算 出 选 代 序列 tx | 后 , 当 上 充分 大 时 , 若 比值 xiuyzj 趋 于 一 稳定 值 , 则 属于 
第 (1) 或 第 (2) 种 情况 ;如 果 比 值 zt" /zw 的 符号 交替 变化 ,但 绝对 信 趋 于 稳定 值 , 则 属于 
第 (3) 种 情况 - 

例 5.2 用 有 军法 计算 逢 隆 A 一 | 1 

解 ” 取 初始 向 量 为 ”二 [1 1]7, 用 递 推 公式 x*? 一 Ax 中 (k= 二 0,1,2,…) 计 算 , 并 进行 
分 析 , 结 果 列 入 表 5.1 中 。 
= = 


] 的 本 最 大 的 特征 但 及 对 应 的 特征 向 重 。 
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| | 
k Cx") 和 T 大 工作 /zz 人 
1 2 2 21 34 1.619 05 
2 2 3 1.5 8 34 55 1.617 65 
3 3 5 1.666 67 9 55 89 1.618 18 
4 5 8 1.6 fs 89 144 1.61798 
5 8 13 1.625 11 144 233 1.618 06 
6 13 21 1.615 12 233 377 1.618 03 


由 表 可 以 得 出 4 和 1. 618 03, 对 应 的 特征 向 量 是 "一 [233 377]"。 
3. 规范 化 的 乘 昧 法 公式 
在 用 乘 堵 法 计算 时 ,迭代 向 量 的 分 量 可 能 会 过 大 ,造成 计算 机 溢出 停机 。 为 了 避免 这 种 现 
象 的 出 现 ,可 以 采用 规范 化 的 乘 寡 法 公式 。 
设 
max(x) = max{|z,|) (5.21) 
对 于 向 量 x , 令 
y=x"/max(x™”) 
并 定义 
x" =Ay®™ 
一 般 地 .有 


/max(x™) 


oo (5.22) 


Ed 
当 上 足够 大 ,并 且 9 一 y* 一 0 时 ,车 y* 之 1, 则 特征 值 ?* 过 7 ,对 应 的 特征 
向 量 是 v < y”。 称 此 方法 为 规范 化 的 乘 备 法 或 改进 的 乘 矫 法 。 


例 5.3 用 规范 化 的 季军 法 公式 计算 算 阵 4 一 |) 1 的 检 量 大 的 特征 值 及 对 应 的 和 


征 向 量 。 
解 。” 取 初始 向 量 为 ”= [1 1]", 用 递 推 公式 (5.22) 计算 ,并 进行 分 析 , 结果 列 人 
表 5.2 中 。 


(x)T Crm)T CHT 


1 1.0000 2.0000 | 0.5000 1.0000 6 1.0000 1.6154 | 0.6190 1.0000 


2 1.0000 1.5000 | 0.6667 1.0000| 7 |1.0000 1.6190 | 0.6176 1.0000 


3 1.000 0 1.666 7 0.6000 1.0000 8 1.0000 1.617 6 0.618 2 1.0000 


4 1.0000 1.6000 | 0.6250 1.000| 9 1.0000 1.6182 | 0.6180 1.0000 


.625 0 


1.0000 


1.0000 1.6180 | 0.6181 1.0000 


-= 
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由 表 可 以 得 出 ~ 1. 618 0, 对 应 的 特征 向 量 是 va [0.618 1 1.000 0]T。 
程序 (5.1) ”用 规范 化 的 乘 寡 法 计算 矩阵 特征 值 及 特征 向 量 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 规范 化 的 乘 寡 法 计算 矩阵 模 最 大 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 。 
function [M V] = MatPow(A,ep, Nm) 
% 输 入 :A 和 矩阵 (N x N) 
% ep 一 一 计算 精度 
% Nm 一 一 最 大 迭代 次 数 
%% 输出 :M 一 一 模 最 大 的 特征 值 
% VV 一 一 与 M 对 应 的 特征 向 量 


n= length(A); %% 提取 方 阵 A 的 阶 
= ones(n,1); % 特征 向 量 的 迭代 初 值 
= 0;Mo0 = 0; % 迭代 次 数控 制 参数 及 中 间 参 量 
whilek < Nm 
Y=A*V; 
[Ym, i] = max(abs(Y)); % 提取 绝对 值 最 大 元 素 的 行 号 i 
Ym = YO; V= Y/Ym; % 特征 向 量 模 最 大 的 元 素 归 一 化 
if abs(Ym— M0) < ep break; end 
MO = Ym; 
k 一 k 十 1 
end 
M = Ym 


的 模 最 大 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 。 

在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 

>> A=[2,—1,0; —1,2,—1;0,—1,2] % 输入 矩阵 

>> [M V]=MatPow(A,le— 5,50) % 调用 程序 (5. 1) 计算 
输出 结果 : 

M=3.4142 


V=[ 一 0.7071 1.0000 —0.7071]’ 
即 和 矩阵 模 最 大 的 特征 值 是 3. 414 2, 对 应 的 特征 向 量 为 [一 0.707 1 1.0000 一 0.707 1]'。 


5.3 反 办 法 


反 寺 法 用 于 计算 矩阵 模 最 小 的 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 。 

若 4y =i, 则 4 "一 WA。 因 此 ,4 模 最 大 特征 值 的 倒数 正好 是 4 的 模 最 小 特征 值 ,并 且 
对 应 的 特征 向 量 相同 。 
= = 
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定义 (5.5) ”用 乘客 法 计算 4 模 最 大 的 特征 值 1/41 ,此 时 递 推 公式 是 
2 一 AT C=0,1,2,.) 《5. 23) 
则 》, 就 是 4 的 模 最 小 的 特征 值 ,这 种 方法 称 为 反 短 法 。 
由 于 计算 逆 和 矩阵 比较 麻烦 , 故 将 递 推 公式 改写 为 
xD 一 wx (k=0,1,2,.) (5.24) 
通过 求解 线性 方程 组 式 (5. 24) ,从 x' 计算 出 x“” ,建立 序列 {x }。 通 常 采用 三 角 分 解法 求 
解 该 方程 组 , 即 先 把 4 分 解 成 4 二 LU ,再 解 方程 LUx*“ ”一 x*”，。 之 后 ,分 析 序 列 (x ) ,得 到 
4A， 的 主 特征 值 1/A， 和 对 应 特征 向 量 , 再 得 到 矩阵 4 的 模 最 小 特征 值 M， 和 对 应 的 同一 特 
征 向 量 。 


例 5.4 用 反 窦 法 计算 生 阵 4 一 | 1| 的 模 最 小 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 。 


解 。 取 初始 向 量 为 r” = [1 1]", 用 递 推 公式 (5.24) 计算 , 并 进行 分 析 , 结果 列 人 
表 5.3 中 。 


表 5.3 
小 Ci x /rE k ty zx /zr 
1 0 1 7 一 村 5 一 1.666 7 
2 1 0 0 8 13 类 一 1.6000 
3 i 1 Uo 咱 9 一 21 13 一 1.625 0 
4 2 a pad 10 34 一 21 一 1.615 4 
3 2 al 11 一 55 34 一 1.6190 
6 5 3 1.5 12 89 一 55 一 1.617 6 


由 表 5. 3 可 以 得 出 矩阵 4 的 主 特征 值 是 一 1.617 6 ,和 矩阵 4 的 模 最 小 的 特征 值 是 ; 一 
1/( 一 1.617 6) = 一 0.618 2, 对 应 的 特征 向 量 是 v= [89 一 55]7。 

程序 (5.2) ”用 反 守 法 计算 矩阵 特征 值 及 特征 向 量 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 反 等 法 计算 矩阵 模 最 小 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 。 

function [m v] = MatInv(A.ep, Nm) 

% 输 入 :A 一 一 矩阵 NXxN 

1 ep 计算 精度 

% Nm 一 一 最 大 迁 代 次 数 

多 输出 :m 一 一 模 最 小 的 特 古 什 

% “一 一 与 m 对 应 的 特征 向 量 

n = length(A)， % 提取 方 阵 A 的 阶 

v= ones(n,1);  。 %% 特征 向 量 的 选 代 初 值 

k = 0 m0 = 0: ”站 适 代 次 数控 制 参数 及 中 间 参 量 

while k < Nm 
y = coluGauss(A,v); % 用 列 主 元 素 高 斯 消去 法 解 线性 方程 (程序 (4. 2)) 
[ym. 口 = max(abs(y)); 


ym 一 y(Dsv 一 y/ym:;  % 特征 向 量 模 最 大 的 元 素 归 一 化 
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if abs(ym— m0) < ep break; end 
mo = yD); 
k= k+l; 

end 


m= 1/ym; 


用 程序 (5. 2) 计算 矩阵 


的 模 最 小 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> A=[2,—1,0;—1,2,—1;0,—1,2]; % 输入 矩阵 
>> [mv]=Matlnv(A,le—5,50) % 调用 程序 (5. 2) 计算 
输出 结果 ， 
m =0. 5858 
v=[0.7071 1.0000 0.7071] 
即 矩 阵 模 最 小 的 特征 值 是 0. 585 8, 对 应 的 特征 向 量 为 [0.707 1 1.0000 0.707 1] 。 


5.4 有 雅 可 比方 法 


设 4 为 二 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 存在 正 交 和 矩阵 玉 , 可 使 
R'AR 一 R 4R 一 也 一 diagCQi，h2，… 
根据 定理 (5. 4) 可 知 ,对 角 和 矩阵 了 D 的 对 角 元 素 就 是 矩阵 A 的 全 部 特征 值 ,而 矩阵 只 的 列 向 量 就 
是 矩阵 A 的 全 部 特征 向 量 。 

雅 可 比方 法 是 计算 实 对称 矩 阵 全 部 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 。 它 用 代表 一 系列 平面 旋转 
变换 的 正 交 和 矩阵 的 相似 变换 把 实 对 称 矩 阵 对 角 化 ,从 而 得 到 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 
量 。 这 里 只 介绍 雅 可 比方 法 的 计算 过 程 。 

(1) 令 4 一 4 一 [e = [ov ] ,选择 矩阵 4 的 非 对 角 元 素 中 绝对 值 最 大 的 元 素 ( 称 为 非 对 
角 主 元 素 ) ,如 ,a 。 根 据 下 面 的 公式 (5. 26) 和 公式 (5.27)( 取 k=0) 计算 旋转 角 bo 并 构造 平 
面 旋转 矩阵 R, (iu ,jo) ,然后 计算 4, 二 RIAoR。。 

(2) 得 到 4, = [e 风 ] 后 ,再 选取 其 非 对 角 主 元 素 ae 入 , 即 

1 a, I= max {la |} (5.25) 


根据 下 面 的 公式 (5.26) 和 公式 (5. 27) 计算 旋转 角 9, 并 构造 平面 旋转 矩阵 R, Gii,j,) : 


2 
tan(20,) = (191< 竺 ) aR 一 a9, 关 0) 
[+ (a >0) (5. 26) 
Gi=1 (a 一 上 9 =0) 
时 
je 于 ab <0) 
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记 列 产 列 
1 
cosO, sinO, 去 行 
1 
Ri (iisjs) 一 和 (5.27) 
1 
— sinO, cosgk 产 行 
1 
1 


并 且 R Cis,j) 中 其 他 元 素 均 等 于 零 。 然 后 计算 Ar 一 RIAAR4 ,其 中 ai2 一 al 二 0。 另 外 ， 
A 和 As 中 只 有 i 和 产 两 行 ( 列 ) 的 元 素 不 同 ( 即 a 扩 ”一 内 2 二 a 内 (ij 关 训 ,把 ) ) ,它们 的 
关系 是 


cos?0, 十 2 多 ,singtcosg + alS), sin?O, 


us 


sin?0, 一 2 人 0 singicosg + asd, cos:0, 


(5. 28) 
a 二 a 一 上 多 cosg 十 a 史 sing， GG 才 计 ,jt) 
多 一 和 一 一 4 折 sing 十 a 名 cosg 全 天 站 人 沪 ) 
二 |a 凡 一 a9 |， xz 二 2sign(a 凡 一 a 多)a 久 (5. 29) 
则 式 (5. 26) 的 第 一 式 表示 为 tan(29,) 一 zt/ye ,同时 
1 了 人 > 沪 
9; = | 二 [1 十 ] ， sing, = 一 一- 一 一 (5. 30) 
EN ( Vz i) on MT 
(3) 取 k 二 1,2,… ,重复 第 (2) 步 的 计算 ,直到 将 矩阵 4 的 非 对 角 元 素 全 部 变换 到 充分 小 为 
止 。 
由 雅 可 比 法 的 收敛 性 可 知 , 当 上 足够 大 时 ,有 
A =RI RE RIARR…R, ~ D (5.31) 
车 记 
P, =RoR1*…R, (5.32) 
则 式 (5. 31) 表示 为 PIAP, 一 了 ,并且 
4Pi ~ PD xPidiagQ, hs, 4,) (5. 33) 


因此 ,P 的 各 列 向 量 就 是 矩阵 4 特征 向 量 的 近似 值 。 当 一 = 时 ,P 的 各 列 向 量 就 是 矩阵 4 

的 特征 向 量 。 

2 =1 70] 

-1 2 一 1| 的 特征 值 和 特征 向 量 。 

站 二 主 多 J 

解 (1) 令 4 一 4。 选 A 一 [a9] 的 非 对 角 主 元 素 ,al? 二 a 凶 一 一 1, 即 i 二 1 及 jo 二 2; 
一 159 一 
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而 off 一 o 旺 一 2, 所 以 取 0 一 一 x/4* 并 且 
0.7071 一 0.7071 0 
“Ro(1,2) 一 |0.7071 0.7071 0 


0 0 1 
1 0 一 0.707 1 
4 一 RT4uR, 一 0 3 一 0.7071 
一 0.7071 一 0.7071 2 
(2) 选 4 = [ea 名] 的 非 对 角 主 元 素 ,a 中 一 < 由 一 一 0.707 1, 即 记 一 3 及 户 一 1; 而 < 旦 一 2 
及 < = 二 1, 所 以 
tan(20) =2 2 D1.4142 


取 0 一 一 27.367 8" 并且 sin, = 一 0.459 7 及 cosg, = 二 0.888 1, 因 此 
0.8881 0 一 0.459 7 


有 R (1,3) 一 0 1 0 
0.4597 0 0.888 1 
0.6340 一 0.325 1 0 
A: =RIAIR, 一 | 一 0.325 1 3 一 0.628 0 
0 一 0.6280 2.3660 


(3) 选 4* = [ae 名 ] 的 非 对 角 主 元 素 ,a 鱼 一 外 一 一 0.628 0, 即 i =3 及 j=2; 而 a 多 二 
2.366 0 及 do = 二 3, 以 及 


_2( 一 0.628 0) _ 
tan(20,) 一 二 080 一 3 一 1.981 1 
取 0。 =31.608" 并 且 sinb, 一 0.524 1 及 cos9; 一 0.851 7, 因 此 
1 0 0 


有 R:(2,3) 一 |0 0.8517 0.524 1 
0 一 0.5241 0.8517 
0.6340 一 0.2768 一 0.1701 
4 一 RI4:R;: 一 | 一 0.2768 3.3864 一 0.0000 
一 0.1704 一 0.0000 1.9796 
(4) 反复 计算 。 当 一 6 时 ,有 
0.585 8 0.0000 0.0000 
A;= |0.0000 3.4142 0.0000 
0.0000 0.0000 2.0000 
0.5000 一 0.5000 —0.7071 
P,;= |0.707 1 0.707 1 0.000 0 
0.5000 一 0.5000 0.707 1 
即 4 的 三 个 特征 值 近似 是 
MA0.5858，)z 一 3.4142，hM 一 2.0000 
对 应 的 特征 向 量 分 别 是 
260: 一 
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m=[0.5000 0.7071 0.5000]7 
一 0.5000 0.7071 一 0.5000]7 
w=[—0.7071 0.0000 0.7071]7 
程序 (5.3) ”求解 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 的 雅 可 比方 法 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 雅 可 比方 法 求解 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 
function [R D] = MatJaco (A,ep) 
% 输入 :A 实 对 称 矩 阵 (N xX N) 
% ep 一 一 计算 精度 
% 输出 :R 一 一 特征 向 量 组 成 的 矩阵 (N x N) 
% DD 一 一 特征 值 组 成 的 对 角 和 矩阵 (N x N) 
n = length( A); % 提取 方 阵 A 的 阶 
P = eye(n)s % 初始 化 矩阵 P 
while 1 
% 提取 非 对 角 主 元 素 的 行 ;和 列 j( 行 号 优先 ) 
Am = 0 
for l= 1:(n—1) 
br m= (+ Dn 
if abs(A(l,m)) > Am 
Am = abs(Adl,m)); 


i= bj= ms 
end 

end 
end 
if Am < ep break; end % 非 对 角 主 元 素 的 绝对 值 小 于 ep 时 ,计算 终 断 
% 计算 转角 的 三 角 函 数值 
Co = (AGi,) 一 AG,j))/2* AdGij))， % 转角 两 倍 的 余 切 值 
if abs(Co) < le—10 

t=l1s % 当 Co 过 小 时 取 转 角 为 45” 
else 

t= sign(Co)/(abs(Co) 十 sqrt(Co-2 十 1)) 8 计算 转角 的 正切 值 
end 
ce 一 1/sqrt(t2 十 Dis 一 cr % 转角 的 余弦 值 和 正弦 值 
% 建立 转动 矩阵 R。 
R = eye(n) 


RC) = es RGij) = 一 s; RG,D = s; RO = es 
A 二 R'*AxR; % 实 施 相 似 变换 
一 P*R; % 计算 总 的 相似 变换 矩阵 
end 
R=P; 
D = diag(diag(A)); 


用 程序 (5. 3) 计算 矩阵 
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CG ml = 

1 § 2 | 
A= 

3 2 9 和 

mk 1 Le 


的 特征 值 与 特征 向 量 。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> A=[8, 一 1,3, 一 1; 一 1,6,2,0; 3,2,9,1; 一 1,0,1,7]; %% 输入 方 阵 A 


>> [RD]=MatJaco(A,le-4) % 调用 程序 (5. 3) 计算 
输出 结果 : 
R= 


0.5288 一 0.5730 0.5823 0.2301 
0.5920 0.4723 0.1758 一 0.6290 
一 0.5360 0.2820 0.7925 一 0.0712 
0. 2874 0.6075 0.0447 0.7392 
D= 


3.2957 0 0 0 
0 8.4077 0 0 
0 0 11.7043 0 
0 0 0 6.5923 


即 4 的 特征 值 近似 是 
3.2957，): 一 8.4077，jis 一 11.7043，)hix6.5923 
对 应 的 特征 向 量 分 别 是 
n=[0.528 8 0.5921 一 0.5360 0.287 4]T 
[一 0.5730 0.4723 0.2820 0.607 5]7 
[0.582 3 0.1758 0.7925 0.0447]7 
w=[0.2301 一 0.6290 一 0.0712 0.7392]7 


号 


5.5 ”物理 学 中 的 应 用 举例 一 一 简单 剪 切 变形 的 主 应 变 分 析 


图 5.1 所 示 是 一 个 长 方 体 的 简单 剪 切 变形 。 变形 前 长 方 体 的 各 个 楼 与 坐标 轴 
XiG 一 1,2,3) 平行 , 竖 向 的 四 个 棱 在 变形 后 与 坐标 轴 XX: 的 夹 角 均 
为 B, 水 平 棱 在 变形 后 方向 不 变 。 变形 前 长 方 体 中 坐标 为 
(Xi,Xs,Xs ) 的 点 ,变形 后 坐标 是 


zi 一 X 十 Xitang, za 一 X: ， zi =X (5.34) 
该 点 的 右 柯 西 -格林 变形 张 量 和 拉 格 朗 日 应 变 张 量 分 别 是 
1 tang 0 0 tan8 0 
C= 区 1 十 tan?B ， BE= 二 (CC 一 D= 去 tang tan2B | 
0 0 0 0 0 
(5.35) 
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设 拉 格 朗 日 应 变 张 量 EE 的 特征 值 ( 主 值 ) 为 E, (i 二 1,2,3) ,与 之 对 应 的 单位 特征 向 量 ( 主 
方向 ) 为 e (i 二 1,2,3) , 则 变形 前 沿 方向 @;\ 长 度 为 dL; 的 线 元 在 瞬时 变形 中 方向 不 变 , 长 度 变 
为 du ,其 伸 长 比 为 


.= 付 =VIT2E (i=1,2,3) (5. 36) 
主 方向 。 与 X, 轴 之 间 的 夹 角 0; 满足 
cosbi=ei* m (i=1,2,3) (5.37) 


式 中 ,m 是 X, 轴 方 向 的 单位 矢量 。 
可 以 应 用 雅 可 比方 法 ,计算 8 取 不 同 值 时 应 变 张 量 E 的 特征 值 ( 主 值 ) 与 特征 向 量 ( 主 方 
向 ), 据 此 分 析 简 单 剪 切 变形 过 程 中 应 变 张 量 主 值 与 主 方向 随 8 的 变化 情况 。 下 面 是 数值 计算 
与 曲线 绘制 程序 。 
程序 (5.4) ”简单 剪 切 变形 过 程 中 拉 格 朗 日 应 变 张 量 主 值 与 主 方向 分 析 的 MATLAB 
程序 。 
% 简单 剪 切 变形 过 程 中 拉 格 朗 日 应 变 张 量 主 值 与 主 方向 分 析 程序 
nx = [1,0,0]; %xi 轴 方 向 的 单位 矢量 
bri = 1:80; % 角 B 的 取 值 范围 (单位 为 度 ) 
bt 一 (pi/180) *i;  % 角 Bp 的 值 化 为 弧度 
beta(i) = i; % 形成 作 图 时 的 横 轴 坐标 向 量 
EE= (1/2) * [ovtan(bD ,0stan(bt) ,tan(bt)"2,0;0,0,0]; 。 % 建立 应 变 张 量 已 
[R D] = MatJaco(E,le—5); 兴 用 雅 可 比方 法 计算 E 的 特征 值 与 特征 向 量 (程序 (5. 3)) 
ul = RD El= DC1,1)， % 提取 特征 向 量 w 与 特征 值 E, Ci 一 1,2,3) 
u2 = R(:,2); E2 = D(2,2); 
u3 = R(:,3); E3 = D(3,3); 
el = ul/sqrt(sum(ul. 2)); % 特征 向 量 归 一 化 
e2 = u2/sqrt(sum(u2.°2)); 
e3 = u3/sqrt(sum(u3.°2)); 
ael(i) = asin(dot(cross(nx,el'),[0,0,1])) * 180/pi; % 特征 向 量 与 x, 轴 的 夹 角 0,( 度 ) 
ae2(i) = asin(dot(cross(nx,e2'),[0,0,1])) « 180/pis 
ae3(i) = acos(dot(nx,e3')) * 180/pis 
lamdal(i) = sqrt(1 十 2* El), % 计算 伸 长 比 A,Ci 一 1,2,3) 
lamdal] (i) = sart(1 + 2* E2), 
lamda3(i = sqrt(1 + 2 * E3); 


end 
figures % 绘制 0, -8 曲线 
plot(beta,ael,’ —k’, beta,ae2,' — k’, beta,ae3,':k'); 
axis([0 max(beta) min([ael(:);ae2(:);ae3(:)]) max([ael(:);ae2(:);ae3(:)]) + 10]); 
xlabel("\beta’); ylabel('\theta_i); 
Btext('\theta_1’); gtext('\theta_2); gtext('\theta_3); 
figures % 绘制 4 -8 曲线 
plot( beta,lamdal,’— k', beta,lamda2,’ — k’, beta,lamda3,:k’); 
axis([0 max( beta) min([lamdal(:);lamda2(:) ;lamda3C:)]) 
max([lamdal(:)ilamda2(:)ilamda3(:)])])， 
= Ws 
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xlabel('\beta'); ylabel(\lam bda_i); 
gtext('\lambda_1’); gtext(\lambda_2'); gtext(\lambda_3'); 


运行 程序 ,绘制 的 曲线 如 图 5. 2 和 图 5. 3 所 示 。 分 析 这 些 曲 线 , 可 以 得 到 以 下 结论 : 

(1) 主 方向 1 处 在 X, OX 平面 内 ,与 X; 轴 夹 角 0, 为 负 , 方 向 偏向 X* 轴 负 方向 。 随 着 8 的 
增 大 |0, | 减 小 ,说 明 主 方向 1 逐渐 向 X, 方向 靠近 。 沿 着 主 方向 1 的 伸 长 比 4, 二 1, 并 且 随 着 8 
的 增 大 而 减 小 ,可 见 沿 此 方向 的 线 元 被 压缩 得 越 来 越 厉害 。 


(2) 主 方向 2 处 在 X,OX : 平面 内 ,与 X 轴 夹 角 9: 为 正 , 方 向 偏向 X* 轴 正 方向 。 随 着 8 的 
增 大 9, 增 大 ,说 明 主 方向 2 逐渐 偏离 X, 方向 。 沿 着 主 方向 2 的 伸 长 比 h* > 1, 并 且 随 着 8 的 
增 大 而 增 大 ,可 见 沿 此 方向 的 线 元 被 拉 伸 得 越 来 越 严重 。 

(3) 主 方向 3 垂直 于 X, OX; 平面 ,与 X, 轴 夹 角 0; 便 等 于 90 。 沿 着 主 方向 3 的 伸 长 比 
43 二 1, 所 以 沿 此 方向 的 线 元 长 度 不 变 。 

(4)0, 与 9: 曲线 走势 相同 , 竖 向 间距 不 变 。 这 是 因为 主 方向 1 与 主 方向 2 相互 垂直 , 夹 角 
始终 为 90 。 
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习 题 
Eh 
1. 取 x” 二 [0 0 1]7, 用 乘 寡 法 计算 矩阵 4= |10 3 4| 模 最 大 的 特征 值 和 对 应 的 特 
3 6 1 
征 向 量 。 
8 9 
2. 取 xw 一 [1 1 vein 3 4| 模 最 小 的 特征 值 和 对 应 的 特征 
9 4 7 


向 量 。 
3. 取 xm 一 [ 0 分 别 用 科 吉 法 和 反 备 法 计算 逢 阵 4 一 [1 3 的 特征 值 和 对 应 的 特征 
向 量 。 


4. 用 雅 可 比方 法 编程 计算 矩阵 4 一 的 特征 值 与 特征 向 量 , 要 求 精度 


Sw 
So wo 
ww 
CL 


为 le 一 5。 
5, 设 无 阻尼 质量 弹簧 系统 如 图 5. 4 所 示 。 描 述 系统 静态 平衡 态 位 置 的 数学 模型 如 下 ， 


II1(D) 
Zaz (ft) | 十 
lx (0) 


Ch) 
Zz" (1) 


7x"3(1) 


m 0 0 
0 m 0 
0 0 ms 


0 
—k kt+ky 一 心 
0 —k ks 


Ai 十 la 一 怠 0 | 


0 


(1) 使 用 替换 zx, (1) 一 wsin(wt 十 9) ,其 中 1 一 1,2,3,9 是 常量 ,证 明 数学 模型 的 解 可 以 表 


示 为 
如 +h -hh 0 
mi mi 

vn wi 
一 息 。 息 十 各 一 如 | 
和 = mW | 三 ww Iv 

ma maz ma 
hh | vs 

mm 


(2) 令 4 二 wi, 则 0) 中 方程 的 三 个 解 是 特征 值 4 和 相应 的 特征 向 量 v, 一 
[vi” wv v3?]", 这 里 7 一 1,2,3。 证 明 它们 可 用 来 形成 三 个 基本 解 : 
2 
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zsin(wit 十 0) vf 
vw sin(wit + 0) 


vy sin(wt +0) 


其 中 = VX G =1,2,3) 。 这 三 个 基本 解 称 为 振荡 的 三 个 基本 模型 。 
(3) 根据 下 列 参 数 ,编程 求解 特征 值 .特征 向 量 及 振荡 的 三 个 基本 模型 。 
Dk =3,k: 一 2, =1m 一 1,ms =1,ms 一 1; 
Dh 一 25 ,As 一 0. 25 ,mi 一 4vma =4,ms 一 43 
3)k =0.2,k: 一 0.4v =0.3,m =2.5,ms 一 2. 
6. 设 入射 光波 的 偏振 态 是 E, = [E。 Es,]", 通 过 一 光学 器 件 后 , 其 偏振 态 变 为 E, 一 
[E。 EE,]", 可 以 认为 光学 器 件 对 入 射 光波 的 偏振 态 起 到 了 一 种 变换 作用 。 数 学 上 把 这 种 变 


换 用 一 个 变换 矩阵 表示 , 即 
Eo] he 可 区 
区 


其 中 ,变换 矩阵 了 一 澳 | 称 琼斯 矩阵 。 


振幅 为 E。、 振 动 方 向 与 x 轴 夹 角 为 a 的 线 偏振 光 的 偏振 态 是 E, 二 E。[cosa sina]"。 透 
光 轴 与 x 轴 夹 角 为 9 的 起 偏 器 的 琼斯 矩阵 是 
= | cos’0 eg| 
singcosg sin20 J 
取 0=x/3 或 9 二 x/4, 试 分 别 用 乘 堵 法 (或 反 矫 法 ) 和 雅 可 比方 法 计算 琼斯 矩阵 的 特征 值 及 对 应 
的 特征 向 量 ,并 说 明 特 征 值 与 特征 向 量 的 物理 意义 。 


on oa on 


xj) (t) 一 =sin(wt 十 9) | 各 


区 


‘ma 一 2.5。 


7. 若 物体 内 一 点 处 的 应 力 张 量 是 e 一 ,其 中 ou =oj (i,j = 二 1,2,3) , 则 过 该 


| oo 


| Ge oa 
点 ,以 单位 矢量 n= [mn， n: ns]" 为 法 线 的 平面 上 的 应 力 矢量 为 了 一 on 。 
3 
2 4 6 
3 6 1 
力 和 主 方向 分 别 是 应 力 张 量 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 表示 的 方向 ) ,并 说 明 它们 的 物理 意义 。 
5.3160 一 0.1338 一 0.163 9 
8. 设 某 晶体 的 相对 介 电 张 量 是 es,= | 一 0.1338 5.3706 一 0.1338 
一 0.1639 一 0.133 8 5.316 0 
计算 晶体 的 介 电 主 轴 方 向 和 主 相对 介 电 常数 ( 即 介 电 张 量 乍 阵 的 特征 向 量 方向 和 特征 值 ) 。 


设 物体 内 某 点 的 应 力 张 量 为 @ 二 , 试 计算 该 应 力 张 量 的 主 应 力 和 主 方向 ( 主 应 


,用 雅 可 比方 法 


一 有 一 


第 6 章 非 线 性 方程 根 的 数值 求解 


在 科学 研究 和 工程 计算 中 经 常会 遇 到 非 线性 方程 根 的 求解 问题 ,无 论 是 高 次 代数 方程 ， 
还 是 超越 方程 , 求 根 问题 都 是 一 个 复杂 问题 ,没有 具体 的 计算 公式 。 因 此 ,对 于 理论 研究 或 实 
际 应 用 ,方程 根 的 数值 求解 方法 都 有 比较 重要 的 意义 。 本 章 介绍 非 线性 方程 根 的 几 种 常用 数 
值 求解 方法 ,有 区 间 对 分 法 、 普 通 迭 代 法 .牛顿 欠 代 法 、 弦 截 法 ,最 后 还 给 出 了 解 非 线性 方程 组 
的 迭代 法 。 


6.1 对 分 法 


非 线 性 方程 的 形式 是 
f(r)=0 (6.1) 
其 中 ,/ (x) 是 实 变量 x 的 非 线性 函数 。 满 足 方程 /(z) =0 的 数 z” 称 为 方程 的 根 ,也 称 为 函数 
三 /(zx) 的 零点 。 

车 f(z) 是 代数 多 项 式 , 则 称 方程 式 (6. 1) 为 代数 方程 ,例如 xz? 一 5x 十 2=0。 若 /(x) 含有 
超越 函数 (如 三 角 函 数 、 对 数 函 数 .指数 函数 等 ), 则 称 方程 式 (6. 1) 为 超越 方程 ,例如 2" 一 3z 十 
1 一 0。 

如 果 f(x) 可 以 分 解 为 

f(D=(r— I") "g(r) (6.2) 
其 中 0 过 |g(x" ) | 二 一 ,m 为 正 整 数 , 则 称 x" 为 方程 的 m 重 根 或 丙 数 y 二 f(x) 的 m 重 零 点 。 
当 m 二 1 时 , 称 z" 为 方程 的 单 根 或 函数 的 单 重 零 点 。 

求解 非 线 性 方程 根 的 近似 值 问题 主要 包括 三 个 方面 :一 是 根 的 存在 性 , 即 方程 有 没有 根 ， 
有 几 个 根 ; 二 是 根 的 分 布 ,就 是 找 出 根 所 在 的 区 间 ; 三 是 求 根 方法 , 亦 即 把 近似 根 精 确 化 的 方 
法 。 关 于 第 一 个 问题 有 下 面 的 定理 ， 

定理 (6.1) ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 [ae, 妇 上 连续 ,并 且 /ae)， GO) 二 0, 则 存在 zx" E 
[as6] ,使 /(x* )==0, 即 方程 /1(x)=0 在 (a,b) 内 至 少 有 一 个 根 7 。 

可 以 先 用 搜索 法 来 确定 方程 根 所 在 的 区 间 , 再 将 区 间 [a,6] 分 成 等 份 ,每 个 区 间 的 长 度 
为 Ax = 二 (6 一 a) /nm, 区 间 端 点 的 坐标 是 zx; 二 a 十 iAx (i 一 0,],…,n) ,如 果 

f(z) f(rm) <0 (6.3) 
那么 在 区 间 [z, ,zx+] 必 有 方程 的 根 。 也 可 以 画 出 函数 =- F(z) 的 曲线 ,根据 曲线 与 x 轴 的 交 
点 位 置 确定 函数 零点 的 大 致 位 置 和 所 在 区 间 。 

定义 (6.1) ”对 分 法 又 称 为 二 分 法 。 它 通过 逐步 对 分 方程 根 所 在 的 区 间 , 连续 对 半 缩 小 
方程 根 所 在 区 间 范 围 ,来 搜索 方程 根 的 近似 值 。 

设 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 ,并 且 fa) .GO) 二 0, 则 方程 f(x) 一 0 在 区 间 (a,5) 内 至 少 
有 一 个 根 。 为 了 简单 起 见 . 这 里 不 妨 讨论 方程 f(x) 二 0 在 区 间 (a,6) 内 只 有 一 个 根 的 情况 。 
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1. 求 根 方法 

(1) 取 区 间 [a,5] 的 中 点 , 记 作 zo 二 (a 十 6) /2, 计 算 函 数值 FCzo) 。 若 f(xo) 一 0, 则 方程 
的 根 x" =ro。 若 Frzo)。FG) 一 0, 记 aw 一 六 一 久 车 Jrzo)。1G0) 二 0, 记 wa =a,b 二 0; 
则 xz" Erao]。 

(2) 取 区 间 [a ,by] 的 中 点 , 记 作 z, = (a 十) /2 ,计算 函数 值 f(z1)。 若 f(x,) 一 0, 则 
方程 的 根 x* 二 zx。 车 /za1)。f(b1) 一 0, 记 as =T1,bz 二 bi; 车 /(z1)*f(b1) 二 0, 记 az =a， 
b =z; 则 zx" Eras,b]。 

(3) 当 z”E [arsb] 时 , 取 区 间 [at,b] 的 中 点 , 记 作 z = (a4 十 b,) /2, 计 算 函 数值 
f(z4)。 车 了 (zi) 二 0, 则 方程 的 根 x* = 二 zz 。 车 f(z。，f(bi) 二 0, 记 am = 二 Tb = 二 刀 ; 若 
fz) f 6) > 0, 记 au =atybn =T43 则 I € [a bui] 

如 此 连续 对 方程 根 所 在 区 间 进 行 对 分 , 就 得 到 一 系列 不 断 缩小 的 有 根 区 间 [a,b]， 
[ai 加] [as by] [as 各] ,而 每 个 区 间 落 在 前 一 个 区 间 内 ,并 且 长 度 只 是 前 一 个 区 间 
的 一 半 。 

2. 终止 区 间 对 分 的 条 件 

(1) 根据 根 近似 值 的 误差 判定 。 对 分 过 程 中 得 到 的 区 间 套 为 


x° E[atb]C arb CC [ab]C Cad] (6.4) 
区 间 [a4,b] 的 长 度 是 
如 一 a 一 圳 (r 一 oo 一 直人 一 (6.5) 
车 取 区 间 [as ,名 ] 的 中 点 坐标 zx = (a 十 b) /2 为 方程 根 的 近似 值 , 则 误差 限 为 
a 一 zx | 二 的 一 4)= 于 1 一 0) (6.6) 
因此 ,只 要 满足 
< (6.7) 
即 可 得 到 满足 精度 e 要 求 的 方程 根 近似 解 
zz" 人才 (6.8) 


利用 式 (6. 7) ,可 以 求 出 对 分 区 间 的 最 少 次 数 


人 ws 一 了 [CC 一 a) 人 一 1 (6.9) 
(2) 利用 函数 值 判 定 。 当 根 的 近似 值 满足 给 定 的 函数 值 大 小 要 求 
|f(z) |<e (6. 10) 


时 ,就 可 以 取 方 程 根 的 近似 值 为 z” ~ zz, 。 

(3) 利用 区 间 长 度 判定 。 根 据 公式 (6. 7), 当 区 间 [a4,b] 的 长 度 b, 一 as 三 2e 时 , 取 方 程 根 
的 近似 值 为 x” ze (ax 十 名) /2, 就 可 满足 误差 要 求 |xi 一 zx* | 过 es。 

对 分 法 的 优点 是 方法 简单 .计算 程序 容易 编制 ,并 且 对 函数 /(zx) 要 求 不 高 ,但 该 方法 只 
能 用 于 求解 方程 的 实 根 ,不 能 求解 复 根 和 偶数 重 根 。 对 分 法 的 求解 过 程 如 图 6. 1 所 示 。 


s*- "= 
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yA) 


例 6.1 用 对 分 法 求 方程 xz 一 2x 一 5=0 在 区 间 [2,3] 内 的 实 根 近似 值 ,并 指出 其 误 


差 限 。 

解 ”函数 /(z)= 二 zx 一 2x 一 5, 区 间 [2,3] 的 端点 是 a 二 2,6 二 3。 显 然 函 数 f(z) 在 区 间 
[2,3] 上 连续 ,并 且 f(a)。/f(6) 二 一 1 X16 一 0, 所 以 方程 f(x) 二 0 在 区 间 [2,3] 内 有 根 。 

用 对 分 法 求 根 的 计算 结果 见 表 6. 1。 


表 6.1 

人 a bb zh f(z ) 的 符号 
0 2 3 2.5 十 

1 2 2.5 四 2. 25 和 办 

六 2 2.25 2.125 党 

3 2 2.215 2.062 5 ey 

4 2.062 5 于: 2. 215 2.093 75 a 

5 2.093 75 2.215 2. 109 375 学 

6 2.093 75 2. 109 375 2.101 5625 


取 解 的 近似 值 为 zx” = xz。 =2.101 562 5, 其 误差 限 为 
3 一 2 
2 


lz 一 xz 过 =0.078 125 


(方程 的 精确 解 为 x" 一 2.094 551 5) 。 
程序 (6.1) ”用 对 分 法 计算 方程 根 近似 值 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 对 分 法 计算 方程 1(z) ==0 的 根 的 近似 值 。 
function [x0, k] = RootDivCequat, a, b, ep) 
%% 输入 :equat 一 一 求 根 的 函数 fx》 
% 4 一 一 根 所 在 区 间 的 下 限 
% b 一 一 根 所 在 区 间 的 上 限 
% ep 一 一 计算 精度 ( 当 根 所 在 区 间 的 一 半 小 于 ep 时 计算 结束 ,并 以 区 间 中 点 坐标 作为 根 的 近似 值 ) 
% 输出 :x0 一 一 根 的 近似 值 
% k 一 一 迭代 次 数 (输出 k 二 0 时 ,表示 在 区 间 [a,b] 内 方程 无 解 .同时 输出 x0 = [fCa》,fCb) ]) 
ha = feval(equat, a); tb = feval(equat, b); 站 计算 值 fCa) 和 fCb)》 
i *tb > 0x0= [&, tb]: k= 0; return; end 


一 109 一 
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k= 1 
while abs(b— a)/2 > ep 
k=k+1; 
x 一 (a 十 b)/2; fx = feval(equat, x); % 计算 区 间 [a, bj 的 中 点 x 及 f(x) 
iffx# 0 
b= x;lb= fk; %/(4) 了 Cz) 一 0 时 ,区 间 [a, ] 变 为 [a, z] 
else 
a=xi= fx; %1(6) f(x) 二 0 时 ,区 间 [a, 0 变 为 [z, 和 
end 
end 
x0 = (atb)/2; % 方程 根 近似 值 的 计算 结果 


用 程序 (6. 1) 计算 方程 /(z)=sinz 一 zx*/4 ==0 在 区 间 [1.6, 2] 内 的 根 。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> [x0, k] =RootDiv(funrootl’, 1.5, 2，le 一 5) % 调用 程序 (6. 1) 计算 


输出 结果 : 
x0 一 1.9338 
k=15 


即 方程 根 的 近似 值 是 1. 933 8, 和 迭代 次 数 为 15。 计 算 过 程 中 调用 了 函数 f(x) 二 sint 一 x*/4 定 
义 文件 funrootl. m, 其 内 容 是 

function y =funrootl (x) 

y=sin(x) — x°2/4: 

若 在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 

二 二 [x0, k] =RootDiv(‘funrootl',2, 2.5, le— 5) 


则 输出 结果 
x0 = 一 0.0907 一 0.9640 
k=0 


说 明 方程 在 区 间 [L2, 2. 5] 内 无 根 ,因为 f(a) f(b) 二 0。 
6.2 迫 代 法 


6.2.1 方法 介绍 


定义 (6.2) ”和 迭 代 法 是 一 种 连 次 逼近 的 方法 ,其 基本 思路 是 用 一 个 固定 的 迭代 公式 反复 
校正 根 的 近似 值 , 从 而 形成 一 个 近似 值 序列 {z*} ,该 序列 的 极限 就 是 方程 f(x) ==0 的 根 z 。 


迁 代 法 的 求解 过 程 : 
(1) 对 于 给 定 的 非 线 性 方程 f(z) 二 0, 先 将 其 转换 成 等 价 方程 ( 同 解 方 程 ) 
工 一 PCz) (6.11) 
函数 p(z) 称 为 兴 代 函数 ; 


(2) 然后 构造 迭代 格式 ( 亦 称 迭 代 公式 ) 
一 17%0 一 
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ze 一 Cr) (k=0,1,2,.°") (6.12) 

(3) 选 定 迭 代 初 值 (初始 值 )z。 后 ,利用 选 代 公 式 构造 迭代 序列 {z,) 。 

如 果 函 数 (z) 连续 ,并且 迁 代 序列 收敛 , 即 z= limzs 一 limg(z) 一 PCimzt) 一 
9(z" ) , 则 xz” 就 是 方程 f(z) 一 0 的 根 。 此 时 称 迭 代 方 法 收敛 ,否则 称 为 发 散 。 

在 迭代 过 程 中 ,利用 连续 两 次 近似 值 差 的 绝对 值 | xz, 一 zx | 小 于 给 定 的 控制 精度 来 确定 
和 迭代 的 终止 ,并 取 zw 为 方程 根 的 近似 值 。 


6.2.2 选 代 法 的 收敛 性 


对 于 同一 个 函数 f(x) ,可 以 选取 不 同 的 迭代 函数 P(z) ,形成 不 同 的 迭代 序列 {zx,) 。 有 
的 迭代 序列 收敛 ,有 的 迭代 序列 不 收 化 , 即 是 收敛 的 迭代 序列 ,也 有 收敛 快慢 的 差异 。 和 迭代 法 
的 收敛 性 取决 于 迭代 函数 p(x) 在 有 根 区 间 内 的 性 态 。 

定理 (6.2)( 收 敛 性 定理 )” 设 迭代 函数 gp(z) 在 [a,b] 上 有 连续 的 一 阶 导 数 , 并 且 

(1) 当 z €E[a.b]N 时 ,g(xz) €E [a,b]; 

(2) 对 于 任意 zx € [a,b] ,存在 正 数 g 二 1, 使 |g (zx) | 过 4 成 立 。 
则 

(1) 方程 zx 一 p(z) 在 区 间 [a,5b] 上 有 唯一 的 根 z” ,并 且 对 于 任意 初始 值 zx € [a,] ,利用 
和 迭代 公式 rr 二 g(x4) 所 形成 的 序列 {x,) 均 收 敛 于 方程 的 根 z"; 


(2) | —z" < EA (6.13) 


Val<Icsla ml. (6.14) 


证 明 ” 先 证 明 方程 根 x" 的 存在 性 。 构 造 函 数 g(z) 一 z 一 ”yp(z) , 则 g(z) 在 区 间 [a,5] 上 
连续 ,由 条 件 (1) 有 
g(a)=a— pla) <0, gb)=b— yb) >0 
故 存在 z" E [a,b] ,使 g(x*)=0, 即 zx* = 二 g(zx* )。 
再 证 明 根 z ”的 唯一 性 设 方程 z=?(z) 在 [a.b] 上 有 两 个 根 +” 和 xz* , 则 根据 微分 中 值 
定理 和 条 件 (2) 可 得 
|z" 一 za | 一 |p(z  ) 一 p(z) | 一 |9' (© |。|z* —z*|<qlr' —z*| 
其 中 上 在 zx” 和 zx* 之 间 。 由 于 4 一 1, 上 式 只 有 在 z 一 z* 时 成 立 , 故 方程 的 根 唯一 。 
最 后 证 明和 迭代 法 的 收敛 性 。 条 件 (1) 说 明 , 当 ze[a, 妇 时 ,zeE[a'b 的 (一 1,2,…) 。 并 
是 
I —Imn=9(7°)— 9(7)=9 (6) (Cz — zx) 
其 中 名 在 +” 和 xz 之 间 。 进一步 有 
olr -nl<aqlr -rl<elr mls“)r zo| R=1,2,.%) 
由 于 4 三 1, 所 以 limg*|z" 一 zo| 二 0, 从 而 有 limzs 一 z”。 
由 于 
lz’* 一 全 | 一 | zn) + (zm —z) | 和 1z —zmlt+|zm—z|< 
qz —xzilt+ |zm — zl 
整理 得 
一 171 一 
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于 -zs 一 二 | (k=0,1,2,.) 


lz -nl< I 
又 因为 
lz —zi|= | — pz) | 一 86) 1 Iz —z | qz — zl 
其 中 & 在 zk 和 xzr 之 间 . 结合 前 面 的 推导 ,有 
EA Srl Sl 


根据 定理 ,只 要 | zw 一 z, | 充分 小 ,就 可 以 保证 迭代 值 足够 精确 , 即 满足 |z, 一 xz" | 一 e。 
所 以 常用 | ze 一 zx, | 二 来 控制 选 代 过 程 的 结束 ,并 取 方 程 根 的 近似 值 为 z” ~ zz 。 
定理 既 可 以 用 来 判断 选 带 函 数 是 否 收敛, 还 能 估计 选 代 次 数 , 但 结果 偏 保守 。 若 要 求 


lz -nl<iSla -nl<e 
则 移 代 次 数 必须 满足 
(6.15) 


£> ln 名 三 9/ 

从 几何 上 讲 , 求 方程 x 一 ?(z) 根 的 问题 ,就 是 求 曲线 > 一 PCz) 和 直线 y = 工交 点 的 横 坐 标 

Zz" 。 当 迭代 函数 的 导数 g(x) 在 根 z ”附近 取 值 范围 不 同时 ,迭代 序列 fx } 的 收敛 情况 不 同 ， 

如 图 6.2 所 示 。 图 中 (a) 和 (b) 表示 是 收敛 的 ,曲线 > 一 p(z) 比较 平坦 ;(c) 和 (d) 表示 是 发 散 
的 ,曲线 y =p(zx) 比较 陡峭 。 


首先 ,从 曲线 y 二 g(r) 上 点 Au(zu*9(zo) ) 出 发 ,平行 于 工 轴 作 直线 》 一 p(x。) ,与 直线 
?=z 相交 于 点 B。 (ziyzi) ,其 中 zi 一 p(zo) 。 再 过 点 B, (x,z, ) 作 平行 于 y 轴 的 直线 一 zi， 
I 一 
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与 曲线 > 一 p(z) 相交 于 点 A1 (Cri,p(zi) ) ;接着 ,从 曲线 y=p(r) 上 点 Ai(zi,plz1) ) 出 发 , 平 
行 于 工 轴 作 直 线 y =g(z1) ,与 直线 y 一 x 相交 于 点 Bi (zs ,x:) ,其 中 zz 一 plz1) 。 再 过 点 
Bi (zs ,zs ) 作 平行 于 y 轴 的 直线 工 一 ,与 曲线 y 一 p(z) 相交 于 点 As (zayg(zz) ) ;4 如 此 
就 能 建立 迭代 序列 (zx,) 。 在 工 轴 上 ,如 果 点 序列 ro ,zi,…，zi,… 向 不 动 点 z "无限 靠 近 , 则 选 
代 序 列 {zi) 收敛 于 z” 。 和 否则 ,迭代 序列 {zi) 不 收敛 。 

例 6.2 方程 z=e” 有 了 唯一 的 实 根 +”E(0,1) ,迭代 公式 为 za 一 人 一 0,1,2)， 
讨论 其 收敛 性 ,并 求 出 满足 条 件 | ze 一 ,| 二 10” 的 方程 根 的 近似 值 。 

解 ”迭代 函数 为 g(x) 二 e ,gy (7) 二 一 e”。 显 然 , 在 区 间 (0,1) 内 w (z) 连续 并 且 
lp (zx) |=e™ 二 e =1。 由 上 述 定理 可 知 ,迭代 公式 zi 二 e* (上 二 0,1,2,…) 收敛 。 

取 初 始 值 zs 一 0.5, 计 算 结 果 列 于 表 6. 2 中。 


表 6.2 
k EE Th— Tt k EE 一 1 
1 0.606 53 0. 106 53 6 0.564 86 一 0.00 631 
2 0.545 24 一 0.061 29 7 0.568 44 0.003 58 
3 0.579 70 | 0.034 46 8 0.566 41 一 0.002 03 
4 0.560 06 一 0.019 64 9 0.567 56 0.001 15 
5 0.571 17 0.011 11 10 0. 566 91 一 0.000 65 


可 见 , 迭 代 10 次 时 结果 满足 | za 一 | 一 10 ,所 以 取 z” zu 一 0.566 91。 

车 有 根 区 间 [a,5] 较 大 , 则 收敛 性 定理 给 出 的 收敛 条 件 |y (xz) | 入 9 二 1 有 时 可 能 不 成 

。 因 此 ,实际 闪 代 法 中 , 常 在 根 的 小 邻 域内 考虑 问题 。 

定义 (6.3) ”如果 在 根 的 某 个 邻 域 B={z || + 一 zx”| 声 引 中 ,对 于 任意 的 zx。EB, 迁 代 公 
式 zu 二 p(T4) (一 0,1,2.…) 均 收 伊 , 则 称 迭 代 公式 在 +” 附近 局 部 收敛 。 

定理 (6.3) 设 r" 一 p(z') ,在 x” 的 某 个 邻 域 B={z 1| x 一 x” | 委 引 内 wz) 连续 ， 
并 且 |g (zx) | 三 g 二 1, 则 对 于 任何 xz。EB, 和 迭代 公式 zu 二 plzi) 建立 的 序列 {xz} 都 收敛 于 
Zz" ,同时 有 


la—z |<7 lzm rl, la—z' | 和 地 -lz 一 am| 
1 一 4 1 一 9 


由 于 方程 的 根 zx” 事先 不 知道 ,所 以 无 法 判断 |w (zx" ) | 一 1 是 否 成 立 。 但 如 果 函 数 
9 (7) 连续 , 则 当 有 zx，EB 使 |g (ro) | 二 1 时 ,就 可 以 认为 |g (xz* ) | 二 1 也 成 立 。 


6.2.3 ” 迁 代 法 的 收敛 阶 


人 们 总 希望 所 采用 的 迭代 方法 不 仅 收 敏 ,而 且 收 敛 得 比较 快 ,这 就 是 迭代 法 的 收敛 速度 问 
题 。 所 谓 和 迭代 法 的 收敛 速度 ,就 是 选 代 序列 在 接近 收敛 时 和 迭代 误差 & 二 zx" 一 zx; 的 下 降 速 度 。 
为 了 描述 迭代 序列 的 收敛 速度 ,引入 收敛 阶 的 概念 。 

定义 (6.4)” 设 序列 (zx) 收 全 于 zx" , 令 e 一 六 一 二 若 存在 常数 户 三 1 及 正常 数 C, 使 


lim lenl| = C (6. 16) 


~ lel? 


= 2 
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则 称 序列 (x;) 为 p 阶 收 化。 当 p==1, 且 C1 时 , 称 为 线性 收敛 ; 当 p=2 时 , 称 为 平方 收敛 (或 
二 次 收敛); 当 户 > 1 时 , 称 为 超 线性 收敛 。 

如 果 和 迭代 函数 8(z) 产生 的 序列 {zx,} 是 阶 收敛 的 , 则 称 函 数 wp(z) 是 六 阶 迁 代 函数 ,并 称 
迭代 公式 zi 一 p(ze) 是 p 阶 收敛 的 。 

定理 (6.4) ” 设 迭 代 函 数 g(r) 在 方程 了 = 二 p(xz) 的 根 z” 邻近 有 连续 的 二 阶 导数 ,并 且 
Ig (rz) | 二 1, 则 

(DD) 当 y Cr' ) 去 0 时 , 迁 代 公式 rr 二 p(zi) 为 线性 收敛 ; 

(2) 当 g (zr')=0, 但 g(r' ) 夭 0 时 , 迁 代 公式 ze 二 p(xi) 为 平方 收敛 。 

(3) 一 般 地 , 若 和 迭代 函数 p(z) 在 方程 zx 一?(z) 的 根 z” 邻近 有 连续 的 p 阶 导 数 ,并 且 
pz =) = 0 而 g(r ) 冯 0, 则 迭代 公式 za = 
p(x4) 在 rz 附近 户 阶 收 伊 。 


程序 (6.2) ”用 迭代 法 计算 方程 根 近 似 值 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 迭代 法 计算 方程 J(z) =0 的 根 的 近似 值 。 
function [x0, k] = Roothe(funiterate, xs, ep, Nm) 
%% 输入 :funiterate 达 代 函数 p(x) (方程 等 价 于 工 一 YCz) ) 
% xs 一 一 迭代 初 值 
% ep 一 一 计算 精度 (连续 两 次 选 代 值 差 的 绝对 值 小 于 ep 时 计算 结束 ,并 以 最 新 迁 代 值 作为 根 的 近 
似 值 ) 
% Nm 一 一 最 大 达 代 次 数 
% 输出 :x0 一 一 根 的 近似 值 
% k 迭代 次 数 ( 输 出 k = Nm 表示 已 经 达到 最 大 和 迭代 次 数 , 计 算 结果 尚未 达到 精度 要 求 , 可 以 
适当 增 大 Nm, 重 新 计算 ) 
x 一 xst xs 一 x 十 2weptk 一 0 
while abs(xs 一 x) > ep &k 一 Nm 
k=k+1; 
xs = xi x = feval(faniterate, xs): Hz = g(r) 
end 
x0 一 xi 


计 k 二 = Nm warning(' 已 经 达到 迭代 次 数 上 限 ');， end 


用 程序 (6. 2) 计算 方程 f(r) 二 x 一 + 一 1 二 0 在 区 间 [1,1.5] 内 的 根 。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> fun 一 inline('(x 十 1D)-(L/3) % 定义 迭代 函数 g(x) 二 VT 十 了 
全 > [x0, k] 二 Rootlte(fun, 1.5, le 一 5, 50) ”% 调用 程序 (6. 2) 计算 
输出 结果 : 


k=7 
即 方程 根 的 近似 值 是 1. 324 7, 迁 代 次 数 为 7。 
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6.3 牛顿 选 代 法 
牛顿 迭代 法 的 基本 思想 是 将 非 线 性 函数 /(z) 逐步 线性 化 ,从 而 将 非 线性 方程 近似 为 线 
性 方程 来 求解 。 
6.3.1 先 代 公式 
设 方程 f(x)==0 根 z” 的 某 一 近似 值 是 zx ,把 函数 f(z) 在 zx 处 展开 成 泰勒 级 数 
f(D) = SHS Cm) (rz) tf (rx)? 


用 前 两 项 近似 /(x) ( 称 为 /(z) 的 线性 化 ), 即 用 线性 方程 


fz)+f x) (rz 一 0) 一 0 (6.17) 
来 近似 方程 /(x)==0。 若 (zx,) 了 0, 则 用 线性 方程 式 (6. 17) 的 根 
二 
z= (6. 18) 
作为 方程 fCz) =0 根 x” 的 近似 值 。 公 式 
mn (k=0,1,2..") (6.19) 


就 是 牛顿 迭代 法 的 迭代 公式 。 

牛顿 迭代 法 具有 明显 的 几何 意义 。 如 图 6.3 所 示 , 方 程 》 
f(z) 一 0 的 根 就 是 曲线 y= 二 (zx) 与 x 轴 的 交点 x" 。 用 牛顿 
迭代 法 计算 zx” 近似值 的 过 程 是 : 过 曲线 y 二/(z) 上 点 
A, (zi,f (zx) ) 作 曲线 的 切线 

3 一 (zi) 王 三 (zi) (zr—z) 

其 与 工 轴 的 交点 坐标 为 ze 二 zx 一 (zt) / 广 (zs) , 它 就 是 
牛顿 迁 代 公式 (6.19) 的 计算 结果 ; 接着 , 再 过 曲线 上 点 可 
Au (zm ,f(xm) ) 作 曲线 的 切线 ,切线 与 zx 轴 的 交点 坐标 图 6.3 
为 zez 二 Th 由 一 (ZH) /了 (zr) ;……。 从 图 上 可 以 看 出 ， 
只 要 秋 代 初 值 选取 合适 ,迭代 序列 (x, ) 会 很 快 收敛 于 方程 精确 解 z-" 。 由 于 牛顿 迭代 法 在 几 
何 上 的 直观 性 ,牛顿 迁 代 法 也 被 称 为 切线 法 。 


6.3.2 牛顿 迭代 法 的 收敛 性 


牛顿 迭代 法 对 应 的 方程 是 
_ GD) 
zz 一 yj 全 (6. 20) 
显然 , 它 与 F(z) 一 0 等 价 。 牛 顿 迭代 法 的 迭代 函数 为 
p07- 《6.21) 
由 于 


和 > 
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EY = 个 时 
如 果 z" 是 方程 1(z)=0 的 单 根 , 即 jz  )=0, 但 广 (z ) 关 0, 则 gy (xz* )=0。 所 以 在 单 根 附 
近 , 对 于 任意 的 初 值 ,牛顿 选 代 序 列 都 收敛 于 方程 的 根 , 即 牛顿 选 代 法 具有 局 部 收敛 性 。 并 且 
可 以 证 明 ,此 时 牛顿 只 代 法 具有 二 阶 收敛 速度 。 但 如 果 z” 是 方程 的 重 根 , 则 牛顿 欠 代 法 仅 有 
线性 收敛 速度 , 且 根 的 重 数 越 高 收敛 越 慢 。 

定理 (6.5) ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 二 阶 导 数 , 并 且 满 足 

(Df f0) < 0; 

(2)f (2) #0 (r ELab]); 

(3) 了 (x) 在 [a,b] 上 保持 符号 不 变 。 
则 在 [ae, 势 上任 选 满足 条 件 J(Cz,)。 矿 (zs) 二 0 的 初始 近似 值 x, 牛顿 迭代 法 产生 的 近代 序列 
{zs) 单调 收敛 于 方程 1 (zx) =0 在 [a,6] 上 的 唯一 根 。 

对 定理 (6. 5) 给 出 简单 几何 解释 :条 件 (1) 保证 了 方程 /(zx) = 0 在 [a,6] 上 有 根 ; 条 件 (2) 保 
证 了 函数 /(zx) 在 [a,6] 上 的 单调 性 ,因此 方程 有 唯一 根 ;条 件 (3) 保证 了 函数 f(x) 在 [ae, 妇 上 的 
凹凸 方向 不 变化 , 即 广 (z) 的 单调 性 ;条 件 fCz)。 太 (zs) > 0 保证 了 zx € [oO 时 ,有 zh 一 
8) E[as0]。 图 6.4 给 出 了 (zx) 入 (zx) 取 不 同 符号 的 四 种 组 合 ,考虑 各 种 情况 发 现 , 只 要 
初始 近似 值 mn 满足 条 件 /Czo)，/(zo) > 0, 则 和 迭代 序列 收敛 于 方程 的 根 。 


图 6.4 
WF EO EO (bb 太 Cz) 二 orz) 一 0 
(or cr 一 or 二 0 DF 一 omcz) 一 0 


例 6.3 对 于 给 定 的 正 数 a, 用 牛顿 迭代 法 建立 计算 Ya 的 收敛 和 欠 代 公式 ,并 计算 V5 的 近似 
值 ,要 求 | zt 一 | 过 10 5。 


一 十 搜 := 
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一 a, 并 且 工 这 0, 则 方程 1(zx) =0 的 根 就 是 Ya 。 用 牛顿 迭代 法 求解 的 


解 令 f(z)= 
和 磷 代 公式 是 
E_n | 


Zr 2 
当 取 z 记 0 时 ,f(z)=27 二 0, 广 (7)=2 0。 由 定理 (6.5) 可 知 ,对 于 满足 zx。 > Va 的 任意 


初始 近似 值 , 形 成 的 迭代 序列 都 收敛 于 Va 的 准确 值 。 
取 初 始 值 xz。 二 2, 建 立 的 迭代 序列 见 表 6. 3。 


Terl 一 zs 一 


人 | (一 0,1,2.…) 


表 6.3 
下 1 2 3 4 
E79 2.236 11 2.236 068 2.236 068 
2 一 20- 一 0.013 89 一 0.000 042 0.000 000 


故 满足 要 求 的 计算 结果 是 V5 ~ z, 一 2.236 068。 
程序 (6.3) ”用 牛顿 迭代 法 计算 方程 根 近似 值 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 牛顿 欠 代 法 计算 方程 1(z) = 二 0 的 根 的 近似 值 。 
function [x0, k] = RootNew(funew, dun, xs, ep, Nm) 
%% 输入 :funew 一 一 函数 /(z) 
% diun 一 一 函数 f(z) 
% xs 迭代 初 值 
% ep 一 一 计算 精度 (连续 两 次 选 代 值 差 的 绝对 值 小 于 ep 时 计算 结束 ,并 以 最 新 迭代 值 作为 根 的 近 
似 值 ) 
% Nm 一 一 最 大 迭代 次 数 
%% 输出 :x0 根 的 近似 值 
% k 一 一 大 代 次 数 (输出 k 二 Nm 表示 已 经 达到 最 大 选 代 次 数 ,但 计算 结果 尚未 达到 精度 要 求 ,可 
以 适当 增 大 Nm ,重新 计算 ) 
x 一 xst xs = x+2*ep: k= 0; 
while abs(xs— Xx) > ep & 一 Nm 
k 一 k 十 1 
xs = xi x = x—feval(funew, xs)/feval(dun, xs); ~ %zhi = TO— fm) /fF Cn) 
end 
x0 = x 
计 k 二 二 Nm warning(' 已 经 达到 选 代 次 数 上 限 '); end 


用 程序 (6. 3) 计算 方程 / (x) 二 zx? 一 3x 一 2 二 0 的 根 , 取 和 迭代 初 值 为 3。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 


>> funew 一 inline('x3 一 3*x 一 2 )3 % 定义 函数 f(x) 
>> diin 一 inline('3 * x2 一 3)， % 定义 函数 f(x) 


全 二 [x0, 外] 一 RootNew(fonew' ，diun',，3， le 一 5, 50) ”% 调用 程序 (6. 3) 计算 
输出 结果 : 
一 177 一 
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x0 一 2. 0000 
k=5 


即 方程 根 的 近似 值 是 2, 和 迭代 次 数 为 5。 
6.4 弦 稚 法 


为 了 克服 牛顿 选 代 法 在 选 代 过 程 中 不 断 计 算 函 数 导数 值 广 (z,) 的 明显 不 足 , 建 立 了 弦 
截 法 .。 


在 牛顿 迭代 公式 (6.19) 中 用 差 商 人 于? 一 (Xt》 代替 导数 广 (zi) ,就 能 得 到 改 截 法 迁 


EA 
代 公式 


ct i) 
Flr) — fm) 
“ 弦 截 法 ”的 名 称 由 其 几何 意义 得 名 。 截 法 需要 zx” 邻近 的 两 个 初始 近似 值 xx 和 zi 才 
能 进行 迭代 运算 。 该 方法 中 方程 /(z) =0 的 等 价 形式 是 


ToT) (k=1,2,3..) (6. 22) 


TH = zh 


i f(x) 
Tr Ff ze) (6, 23) 
相应 的 迭代 函数 是 
二 2 CGI 0 二 
9(Z) 一 工 Fo Gy C Zi-i) (6.24) 


用 弦 截 法 求 方程 根 近 似 值 , 在 几何 上 ( 见 图 6.5) 就 是 ， 
过 点 ACzety,FCzei) ) 和 点 B(zs,f (zi) ) 作 直线 AB, 直 
线 方程 为 

yf ra) fr) f(r) 
TX Te TH 

用 弦 AB 与 x 轴 的 交点 坐标 

Tt Xl 
f(r) — frm) 
作为 方程 f(z) =0 根 的 新 近似 值 。 图 和 

定理 (6.6) ” 设 方程 /(z) = 0 的 根 为 zx" ,车 /(zx) 在 x” 附近 有 连续 的 二 阶 导数 , 且 
广 (z) 冯 0, 则 弦 截 法 具有 局 部 收敛 性 。 当 初始 值 xs 和 z, 充分 地 接近 x" 时, 弦 截 法 的 迭代 过 
程 收 倒 ,收敛 速度 为 


f(z) 


HH 一 并 


.6 
|z—zr | 


f(x) 


EE a PP) 
即 为 超 线性 收敛 的 (p= 二 1.618 二 1)。 
例 6.4 求 方程 f(r) 二 x 一 一 1 二 0 在 z= 二 1.5 邻近 根 的 近似 值 xz,, 要 求 


| cro) | 一 去 x107。 
解 “采用 艾 截 法 求解 。 根 据 式 (6. 22) ,建立 迭代 公式 


Ti TH 


(zi—2—1)= 


1 一 Ci 一) 


MR 一 
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Wf 


各 一 (一 划一 了 


ee BP ek 
取 r, =1.5,zi 一 1.4 按 上 式 进行 迭代 ,计算 结果 列 和 人 表 6.4 中 。 
表 6.4 


委 17crm) | 
2 | 1.463 343 108 7.8X 107 
3 1.465 719 207 5.2 X 10- 
4 1.465 570 923 1.1X10+ 
5 1.465571244 | 2.9x10 


求解 结果 为 x" ~ zs 一 1.465 571 244。 


程序 (6.4) ”用 艾 截 法 计算 方程 根 近似 值 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 弦 截 法 计算 方程 f(z) 二 0 的 根 的 近似 值 。 
fnetion [x0, k] = RootSecant(funsee, xf, xs, ep, Nm) 

% 输入 :funsec 一 一 函数 /zx》 

% xf 一 一 迭代 的 第 一 初 值 


% Ms 和 迭代 的 第 二 初 值 
% ep 一 一 计算 精度 (连续 两 次 迭代 值 差 的 绝对 值 小 于 ep 时 计算 结束 ,并 以 最 新 迭代 值 作为 根 的 近 
似 值 ) 


% Nm 一 一 最 大 夺 代 次 数 
% 输出 :x0 一 一 根 的 近似 值 
% k 一 一 选 代 次 数 ( 输 出 k 二 Nm 表示 已 经 达到 最 大 迭代 次 数 , 但 计算 结果 尚未 达到 精度 要 求 , 可 
以 适当 增 大 Nm, 重 新 计算 ) 

k=0; x= xf+2*ep; 
while abs(x 一 xf) > ep & k= Nm 

k 一 k+ly 

x = xs 一 (xs 一 xD «feval(funsec, xs)/(feval(funsec, xs) — feval(funsec, xf)) ; 

Hz = Fz) fm /Lf Cn) — flr) ] 

xf = xss xs 一 x 
end 
x0 一 Xi 


iLk 一 一 Nm warning(' 已 经 达到 迭代 次 数 上 限 '); end 


用 程序 (6.4) 计算 方程 f(x) 二 zx? 一 xz 十 2==0 的 根 , 取 和 迭代 初 值 为 zs = 一 1.5 及 


zi = —1.52。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> fansec 一 inline('x3 一 x 十 20); % 定义 函数 f(z) 
全 > [x0, kj] 二 RootSecant(‘funsec', 一 1.5, 一 1.52, le 一 8, 50) % 调用 程序 (6.4) 计算 
输出 结果 : 
x0 一 一 1.521 4 
k=4 


一 1 = 
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即 方程 根 的 近似 值 是 一 1. 521 4, 和 迭代 次 数 为 4。 
6.5 解 非 线性 方程 组 的 迭代 法 


考虑 二 元 非 线性 方程 组 
六 (rz2) 一 0 
户 (Czy) 一 0| 
方程 组 中 的 每 一 个 方程 都 描述 了 zy 平面 上 的 一 条 曲线 ,方程 组 的 解 对 应 这 两 条 曲线 的 交点 
(p,9) ,这 个 点 称 为 方程 组 的 固定 点 。 方 程 组 式 (6. 25) 可 以 变形 成 等 价 方程 组 


(6.25) 


z=gi(r | ge 
y=g:(z,y) | 7 
其 迭代 公式 是 
pin 一 8 i (6.27) 
qu 一 gz (perge) 


定理 (6.7) ” 设 式 (6. 26) 中 的 两 个 函数 及 它们 的 一 阶 偏 导数 在 包含 点 (p,q) 的 区 域内 连 
续 , 如 果 初 始点 (p,,qo) 足够 接近 固定 点 (p,q) ,并 且 
A (p,q) + ER |=: 
| a (6. 28) 
Br Pq) |+ | 站 (0 |=: 
则 式 (6. 27) 的 迭代 将 收敛 到 固定 点 (加 ,9) 。 
可 以 根据 式 (6. 27) ,结合 解 线性 方程 组 的 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 方 法 的 思路 ,构造 求解 非 线 性 
方程 组 的 赛 德尔 迭代 公式 
Prri = gi (prsq:) 
gen = Ba (persisge) 
下 面 将 解 非 线 性 方程 的 牛顿 迭代 法 推广 到 求解 非 线 性 方程 组 。 对 于 从 zy 平面 到 uv 平面 
的 变换 


wo (6. 29) 


ym l (6. 30) 
v= f(x,y) | f 
如 果 两 个 函数 的 偏 导数 连续 , 则 在 点 (ze ,ye ) 附近 可 以 有 下 列 近 似 
aa afi 
U— io 入 一 (rzoyyo) (XT— Xo) (roy) (yO— yo0) 
2 i (6. 31) 


v— vw ~ es) +p) Gy) 
其 中 ,ww 二 fi(zo,yo) ,wo 二 fz (xo，,yo)。 上 式 代表 一 个 局 部 线性 变换 ,用 和 矩阵 乘法 表示 是 


AF ~ J(ro,y) AX (6. 32) 
式 中 ,AF== [4 一 wv 一 ww]',AX= [zx 一 zx。 3 一 %m]7T, 雅 可 比 和 矩阵 是 
BE ef 
2 ) 如 (6. 33) 
二 . 
” |ar ap 
Br By 
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方程 组 式 (6. 25) 相当 于 在 式 (6. 30) 中 令 w 二 0,v=0。 设 (p,g) 是 方程 组 式 (6. 25) 的 一 组 
解 ,(po,qo) 在 (p,q) 邻近 ,是 方程 组 解 的 一 个 近似 值 , 则 函数 在 点 (p,q9) 和 点 (po。,gqo) 处 取 值 
的 差 是 

2 一 一 六 (9 一 万 ( 加 ao) 一 0 一 广 Cpoyg) | 
v—v =fi(p,0)— fa(porqo) =0— fposqgo) 
代入 式 (6. 32) 得 到 线性 变换 式 


(6. 34) 


J porgo) AP ~— Fpo sqo) (6.35) 
其 中 
af! 


ah 
a (po ,go) En Cpoygo) Re 
J (jn go) 一 ， AP 一 ， 下 (加 ,ao ) 一 
az 区 fa 0p, Lg 一 @ 2 (po,qo) 
Br (Pog By ge) 


如 果 式 (6. 35) 中 的 雅 可 比 和 矩阵 J(po ,qo) 非 奇异 , 则 能 解 出 
AP 一 一/ (pqo)FCpoq) 
得 到 方程 组 解 的 又 一 个 近似 值 
P=P,+AP=P,— J (povgo) 下 (pyqo) (6. 36) 
这 个 公式 是 牛顿 迭代 法 公式 (6. 19) 在 二 元 方程 组 下 的 推广 。 因 此 , 解 非 线性 方程 组 的 牛顿 法 
的 主要 步骤 如 下 : 
CD 计算 丽 数值 向 量 F(p,) 二 内 | 
2 (pirg:) 
2 Gp, ,q0) op, | 
(2) 计算 雅 可 比 矩 阵 J (ps) 一 af: 3; 
ds (p,q) By Peg) | | 
(3) 解 线性 方程 组 J (ps) AP, 全 一 下 (Pi ) 省 A 
(4) 计算 下 一 近似 值 Ph ==P, 十 AP,。 


6.6 物理 学 中 的 应 用 举例 一 一 平行 共 轴 
三 线 力 形成 匀 强 磁场 的 条 件 
笔者 曾 提出 用 平行 共 轴 的 三 个 圆 线 圈 产 生 匀 强 磁场 的 设想 2。 图 6. 6 所 示 是 平行 共 轴 的 


三 个 圆 线圈 系统 ,三 线圈 中 两 侧线 圈 的 半径 均 为 R, 中 间 线 图 的 半径 为 , 相 邻 两 线圈 之 间 的 
距离 为 d, 三 个 线圈 中 电流 流向 相同 ,电流 强度 均 为 1。 三 线圈 轴线 上 磁感应 强度 分 布 


B.c9=B, (1+ 总-7) ] e+ 多 )] +[+ 革 +7)] (6. 37) 
式 中 
B= 名 ，p=8，y= 儿 (6. 38) 


四 ” 张 引 科 , 答 会 其 . 共 轴 三 线圈 磁场 的 均匀 性 . 大 学 物理 , 2004, 6(6): 11 -14. 
一 一 
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图 6.6 


式 (6.37) 是 变量 = 的 偶 函数 。 为 了 使 函数 值 在 原点 附近 区 域 的 变化 最 小 (磁场 的 均匀 性 最 
好 ), 令 式 (6. 37) 对 = 的 二 阶 导数 和 四 阶 导 数 在 = =0 处 的 值 等 于 零 ,得 到 方程 
2 (1+7 一 10y’ (+ )3 了 + =0 (6. 39) 
—20+7) T+287: +7) 全 一 4274 (+7) p=0 (6. 40) 
从 方程 式 (6. 40) 中 解 出 B, 代 人 方程 式 (6. 39) ,得 到 关于 7 的 方程 
jz) 一 [一 2 (1 十 大 ) 二 十 2872 (1 十 72) 42y: 1 十 大 ) 二] 十 
2 (1 十 大 ) 二 一 1072 (+7y) =0 (6.41) 
为 了 寻找 方程 式 (6. 41) 根 所 在 的 区 间 ,绘制 f(y) -y 曲线 ,如 图 6.7 所 示 。 从 图 中 可 见 ,方程 
式 (6.41) 在 [0.8,0.9] 上 存在 唯一 的 根 。 调 用 程序 (6. 1) 解 方程 式 (6. 41) ,得 到 其 根 是 


7=0.833 42 (6. 42) 
1.4 
12 
1 
0 
会 0.6 
ke 0.4 
02 
0 
一 02 
3 04 05 06 07,08 09 1 11 
图 6.7 
代入 方程 式 (6. 40) ,得 到 
B=0.824 97 (6. 43) 
由 式 (6. 38) 可 得 
r’=1.212 16R, d=0.833 42R (6. 44) 


这 就 是 三 线圈 系统 形成 匀 强 磁场 的 条 件 。 将 y 和 有 的 值 代入 公式 (6. 37) ,绘制 的 B./B, - =/R 
曲线 如 图 6. 8 所 示 。 图 中 实 线 表示 三 线圈 系统 轴线 上 的 磁感应 强度 分 布 , 虚 线 表示 亥 姆 霍 兹 
线圈 轴线 上 的 磁场 分 布 。 比 较 发 现 :OD 在 轴线 上 R 范围 内 , 玄 姆 霍 兹 线圈 磁场 起 伏 的 相对 误 
= I 
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差 大 于 5%% ,而 三 线圈 系统 磁场 起 伏 的 相对 相对 误差 小 于 0.5%;@ 三 线圈 系统 的 磁场 比 亥 姆 
截 效 线圈 的 磁场 明显 要 强 ,中 心 位 置 处 前 者 是 后 者 的 1. 210 倍 。 


8/8, 


习 题 


1. 用 对 分 法 求 方程 /(z) 二 zx 十 4z? 一 10 = 二 0 在 区 间 [1,2] 内 的 一 个 实 根 ,要 求 满足 精度 
|z" 一 zt,| 二 107; 若 要 求 |z" 一 zx | 二 10 习 , 问 需 对 分 区 间 多 少 次 ? 

2. 用 和 迭代 法 求 方程 / (+) 二 zx’ 十 4z? 一 10==0 在 区 间 [1,2] 内 的 一 个 近似 根 , 取 初始 近似 
值 x, 一 1.5。 

3. 用 牛顿 迭代 法 求 方程 f(z) 二 zx 十 4x? 一 10 一 0 在 区 间 [1,2] 内 的 一 个 实 根 , 取 初始 近 
似 值 zo =1.5。 

4. 用 弦 截 法 求 方程 f(z) 一 z 一 3z 一 1 一 0 在 2 附近 的 根 。 取 ro 一 2,zi 一 1.9, 计 算 结果 
精确 到 4 位 有 效 数字 。 

5. 为 了 求解 方程 x 一 zx? 一 1=0 在 zo 二 1.5 附近 的 根 ,建立 了 三 种 不 同 的 等 价 方程 ,并 构 
造 了 相应 的 根 近 似 值 迭代 公式 : 

1 1 


GDz=1 十 去， Zin 一 1 十 总 
(2)z 一 洒 干 荆 ， zm =YITzEs 
= 1 zu 一 一 上 一 0,1,2,… 
(3) 工 FE 者 上 + i (k=0,1,2 ) 
试 判 断 各 个 迭代 公式 的 收敛 性 ,并 估计 其 收 剑 阶 次 。 选 择 一 种 收敛 的 迁 代 公式 ,计算 方程 根 具 
有 四 位 有 效 数 字 的 近似 值 。 


6. 用 二 分 法 和 牛顿 迭代 法 求 方程 一 tanz 的 最 小 正 根 。 
Sp Te 
7. 用 生字 法 求解 方程 组 | ”一 在 xm 一 0.8 与 加 一 0.6 附 近 的 解 , 适 代 3 次 。 
8. 相距 100m 的 两 个 高 度 相同 的 电 塔 之 间 晤 挂 一 电缆 ,允许 电缆 中 间 下 垂 10m, 电 线形 成 
a 
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的 曲线 方程 是 
y=ach (x €[—50,50]) 


(1) 用 数值 方法 解 非 线性 方程 
oa 十 10 一 ach 吕 


确定 参数 a; 
(2) 用 数值 积分 方法 计算 电缆 的 长 度 。 
9. 考虑 空气 阻力 作用 时 ,投射 体 的 飞行 高 度 和 水 平 飞行 距离 分 别 是 


3 一 (Consin0 十 32C:) [0 -exp 人 (一 云 ) |-320 


工 一 Cuncosbo = exp(— 本 中 

式 中 ,! 是 飞行 时 间 ,w 是 投射 初速 度 ,0。 是 投射 仰角 ,C= 二 m/k,k 是 空气 阻力 系数 ,m 是 投射 体 
的 质量 。 若 在 水 平地 面 上 投射 一 物体 ,并 且 b 二 x/6,v 二 200m/s 及 C=10s, 求 投射 体 的 飞行 
时 间 和 飞行 的 水 平 距离 。 

10. 在 我 阵地 前 方 1 000m 处 有 一 座高 50m 的 山 丘 ,上 面 建 有 一 座 敌 方 确保 ,那么 我 方 大 
炮 在 什么 角度 下 以 最 小 速度 发 射 炮 弹 就 能 摧毁 敌 方 这 座 奋 保 ? 炮弹 的 发 射 速度 是 多 少 ? 用 
数值 积分 方法 计算 炮弹 飞行 的 路 程 。 

11. 用 迭代 法 计算 二 氧化 碳 气 体 的 体积 Y( 要 求 精度 es=10“)。 已 知 二 氧化 碳 气体 的 状态 
方程 是 


(2 十 人 区 ) (V—h)=RT 


其 中 ,a==3.592,b 二 0.042 67,p 二 200,T==500,R 二 0.082 054。 
12. 跳伞 运动 员 的 下 降 速度 由 下 面 公 式 表示 : 


v= exp(- #1) ] 

式 中 ,g 是 重力 加 速度 ( 10m/s*) ,mm 是 运动 员 的 质量 ,c 是 搜 拉 系 数 (2 14kg/s) 。 测 得 在 下 
落 7s 时 某 运 动员 的 速度 为 35m/s, 计 算 运动 员 的 质量 (要 求 误差 不 大 于 0.01%)。 

13. 圆 孔 和 狭 锋 夫 琅 禾 费 衍射 图 样 的 强度 分 布 分 别 为 

TD) 一 TO) [2 | ， L(x)=1 (0) [| 

其 中 ,4 是 圆 孔 直径 , 双 是 狭 缝 宽度 ,= 是 观察 屏 到 衍射 屏 的 距离 ,4 一 2r/A,) 是 光波 波长 ,> 是 观 
察 屏 上 极 坐 标 系 的 径 向 坐标 ,x 是 观察 屏 上 直角 坐标 系 的 一 个 坐标 ,外 (>) 是 一 阶 第 一 类 贝 塞 
尔 函 数 。 

(1) 求 圆 孔 衍 射 中 央 亮 斑 ( 爱 里 斑 ) 中 Tr) /T(0) 一 172 的 点 到 中 心 的 距离 7, ,并 计算 m 与 
爱 里 斑 半 径 Ar=1.22iz/d 的 比值 ; 

(2) 求 单 颖 衍射 中 央 亮 纹路 (z) /7 (0) 王 1/2 的 点 到 中 心 的 距离 z, ,并 计算 z, 与 中 央 亮 
纹 半 宽 度 Ar 一 iz/e 的 比值 ; 

(3) 建立 圆 孔 衍射 和 单 缝 衍射 一 级 亮 纹 中 心 坐 标 满 足 的 方程 , 并 计算 中 心 坐标 的 近 
似 值 。 
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科学 研究 和 工程 领域 的 许多 过 程 ,在 数学 上 常用 微分 方程 (或 微分 方程 组 ) 来 描述 ,但 除 
了 少数 特殊 类 型 的 微分 方程 以 外 ,大 多 数 微分 方程 是 没有 解析 解 的 ,或 者 求解 其 解析 解 十 分 困 
难 。 因 此 用 数值 方法 寻找 微分 方程 的 近似 解 就 很 有 必要 。 

求解 微分 方程 近似 解 的 方法 分 为 两 类 :一 类 是 近似 解析 法 ,如 逐次 逼近 法 ,级 数 法 等 ; 另 一 
类 是 数值 解法 , 它 可 以 求 出 方程 精确 解 在 一 些 离散 点 上 的 近似 值 。 本章 介 绍 一 阶 常 微分 方程 
的 几 种 常用 数值 解法 ,如 欧 拉 方 法 , 龙 格 - 库 塔 方法 等 ,并 讨论 这 些 方法 的 收敛 性 和 稳定 性 ,最 
后 简要 介绍 常 微分 方程 组 与 高 阶 常 微 分 方程 的 数值 求解 方法 。 


7.1 数值 方法 概述 
只 有 结合 定 解 条 件 , 才 能 求 出 微分 方程 的 具体 解 ,微分 方程 和 定 解 条 件 一 起 构成 定 解 问 


题 。 定 解 条 件 有 两 种 ,一 种 是 给 出 积分 曲线 在 初始 点 的 状态 , 称 为 初始 条 件 , 相 应 的 定 解 问题 
称 为 初 值 问题 : 另 一 种 是 给 出 积分 曲线 首尾 两 端的 状态 , 称 为 边界 条 件 , 相 应 的 定 解 问题 称 为 


边 值 问题 。 
一 阶 常 微分 方程 的 初 值 问 题 是 
a (7.1) 
ylz0) = yo 


本 初 值 问题 解 的 存在 条 件 由 下 面 定理 给 出 。 
定理 (7.1) ” 设 函 数 /(z,y) 在 区 域 D={(zx,y) la 过 工 筷 0, 一 co 二 y 一 +=) 上 连续 ， 
且 满 足 李 普 希 效 (Lipschitz) 条 件 , 即 存在 正 数 工 ,使 得 对 于 忆 内 任意 两 点 Cc,yi) 和 (z,y*) , 恒 
有 
[frm)— fry) |SL|y,— y:| (7.2) 
则 初 值 问题 式 (7. 1) 的 解 y(x) 存在 且 唯 一 。 
数值 方法 的 任务 就 是 寻求 初 值 问 题 这 个 唯一 存在 的 解 y(x) 在 一 些 离 散 节点 上 的 近似 
值 。 数 值 方法 的 基本 思路 是 :在 初 值 问题 解 存在 的 区 间 [a,b] 上 插入 一 系列 节点 4a 二 zo 过 式 
二 之 T4141 达 ==b, 称 hh, 二 zz, 一 Ti 为 由 节点 工 到 节点 六 的 步 长 。 当 步 长 六 相等 时 , 称 
为 等 步 长 , 记 作 太 一 (6 一 a) /n。 在 这 些 节 点 上 用 离散 化 方法 (如 数值 积分 .数值 微 分 泰勒 级 
数 展开 等 ) 将 连续 型 的 微分 方程 转化 为 离散 型 的 代数 方程 ( 即 差分 方程 ) 来 求解 。 具 体 方法 
是 :利用 已 知 的 初始 值 y= y(x。) .由 具体 算式 求 出 下 一 节点 处 精确 解 yCz; ) 的 近似 值 % ;再 
由 yo 和 yi 求 出 yCrz) 的 近似 值 y;; 如 此 反复 ,直到 求 出 y(z,) 的 近似 值 y, 为 止 。 这 种 按 节点 
排列 顺序 一 步 一 步 向 前 推进 的 方法 称 为 步 进 式 算法 或 递 推 式 算法 ,所 用 的 数值 计算 方法 称 为 
数值 解法 , 求 出 的 近似 值 y; (i = 二 0,1,….n) 称 初 值 问题 的 数值 解 。 如 果 在 计算 y 时 只 用 到 前 
-节点 ze 处 的 值 y,，, 则 步 进 式 算法 称 为 单 步 法 。 
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当 有 一 0 时 ,如 果 数 值 解 y, (i 二 0,1,…,n) 趋向 于 准确 解 y (zx) (i 一 0,1,…,n) , 则 称 该 方 
法 是 收敛 的 ,否则 是 发 散 的 。 


7.2 欧 拉 方法 
欧 拉 (Euler) 方法 是 解 常 微分 方程 的 一 种 最 简单 方法 。 由 于 其 精度 较 低 ,实际 计算 中 很 少 
采用 。 但 它 最 能 体现 数值 解法 的 基本 思想 ,因此 很 有 必要 进行 介绍 。 
7.2.1 欧 拉 方 法 


定义 (7.1) “ 若 将 函数 >(z) 在 点 zx, 处 的 导数 y (z,) 用 向 前 的 一 阶 两 点 式 代替 , 即 


2 eh /; 


9 
yr 


同时 用 yw 近似 右 端 函 数 中 的 y (x,) , 则 初 值 问题 式 (7. 1) 转化 为 


Sm 4 Golem b} (7.3) 
yo =y(z,) 
式 (7. 3) 就 是 网 拉 公 式 。 利 用 它 可 以 由 y。 出 发 ,计算 出 y ,再 由 yw 计算 出 y:,……。 这 种 方法 


就 称 为 欧 拉 方法 。 

欧 拉 方 法 有 明确 的 几何 意义 。 如 图 7.1 所 示 , 方 程 y 二 /(z,y) 的 解 y 一 y(z) 是 平面 上 的 
一 族 积分 曲线 。 初 值 问题 式 (7. 1) 的 解 就 是 过 点 (zs ,yw ) 的 那 条 特殊 积分 曲线 。 欧 拉 方 法 的 
求解 过 程 :首先 ,过 初始 点 PCzu ,yo) 作 积分 曲线 y 一 y(z) 的 切线 (切线 斜率 为 (zs ,yn) ) ,该 
切线 与 直线 xz 一 zi 相交 于 点 PCzi ,yi) ;然后 ,过 点 忆 作 和 斜率 为 Jr(Czi ,yn ) 的 直线 ,该 直线 与 直 
线 z 一 za 相交 于 点 P(x,ys) ;……。 如 此 继续 ,就 能 形成 一 条 折线 PoPiPi…P;。 可 以 证 明 ， 
折线 各 个 折 点 的 纵 坐 标 y, (i 一 0,1,…,n) 就 是 欧 拉 公式 (7.3) 计算 的 数值 解 。 帮 此，, 欧 拉 方法 
也 称 为 欧 拉 折 线 法 。 


欧 拉 公式 的 其 他 两 种 推导 方法 : 
(1) 将 函数 y(z) 在 节点 zx, 处 展开 为 泰勒 级 数 , 并 计算 


a 
ye =) 二 hy Ce) 二 全) 二 二) 二 好 Gry ) 二 估 Y(2D 十 … 


=- = 
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保留 至 有 的 线性 部 分 ,并 用 yw 近似 代替 y (x;) ,得 


Yin = ,hf (zi yi:) 
(2) 对 方程 所 = 7Cz,y) 两 边 从 z, 到 zs 积分 ,有 


(za 一 y(z) 十 | ”cry() ) dz (7.4) 


用 左 和 矩形 公式 计算 积分 , 即 


few dr a hf (rioy (x) ) 


并 用 y, 近似 代替 y (x,) ,得 


3iH = 二 hf ris yi) 


故 欧 拉 方 法 也 称 为 矩形 法 。 


量 (1 


程序 (7.1) ”用 欧 拉 方法 解 微分 方程 初 值 问题 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 欧 拉 公 式 (7. 3) 解 初 值 问 题 式 (7. 1) 。 

function S = DeqEuler( dfun, a, b, y0, Nm) 

外 输入 :dfun 一 一 微分 方程 中 的 函数 Cr,y) 

% ab 一 一 求解 区 间 两 端的 坐标 

% y0 解 函数 y(z) 的 初始 值 yo 

% Nm 一 一 区 间 [a, bj 被 等 分 的 数目 

% 输 出 :S 一 一 S 二 [x'y], 其 中 x 是 数值 解 的 节点 坐标 向 量 (1X (Nm 十 1)),y 是 解 函数 在 节点 处 的 值 向 
Xx (Nm+1)) 


h= (b—a)/Nm; % 相 邻 两 个 节点 之 间 的 距离 

x = a:sh:b; 入 节点 坐标 向 量 

y = zeros(l, Nm 十 Di % 初始 化 解 函 数值 向 量 

y(1) = y0， % 赋 初 始 值 

for i= 1:Nm 

yi+ 1) = y(i) + hfeval(dun, x(i), y(D)); 中 计算 函数 值 yz 》 

end 

S=[xy]， 
y=y 一 些 

用 程序 (7. 1) 解 初 值 问题 》，, 取 步 长 hh 二 0.05, 求 解 区 间 为 [0,0. 5]。 
y(0)=1 

在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 

>> x=0:0.05:0.5; 多 建立 节点 向 量 

>> ya 一 sqrt(1 十 2.* x); % 计算 精确 解 函数 在 节点 处 的 值 向 量 


二 > dun 一 inline('y 一 2*x/y ,xy); 5 定义 函数 fr,y) 一 > 一 2z/y 
二 二 S=DeqEuler(diun, 0. 0.5, 1, 10):  % 调用 程序 (7. 1) 求解 (Nm 一 10) 
>> [Sya] % 输出 :第 一 列 是 x ,第 二 列 是 y,', 第 三 列 是 精确 解 


输出 结果 见 表 7. 1 。 
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表 7:1 
i x 数值 解 y /LF i zr, 数值 解 y 
1 0.0500 1.0500 1.048 8 6 0.3000 1.2713 1.2649 
2 0.1000 1.0977 | 1.095 4 7 0.3500 1.3113 1.303 8 
3 0.1500 1.1435 1.1402 8 0.4000 1.350 1 1.3416 
4 0.2000 1.1876 1.183 2 9 | 0.450 0 1.388 0 1.378 4 
5 0.250 0 1.230 1 1.2247 10 0.5000 1.4250 1.4142 


7.2.2 梯形 公式 


若 用 梯形 积分 公式 计算 式 (7. 4) 中 的 积分 , 即 
[We [fry ee) D+ fm y rm) )] 
并 用 y 近似 代 震 y (C2) ,得 到 梯形 公式 
yi = 十 全 [rGn + fame) ] (7.5) 


欧 拉 公式 (7. 3) 中 的 yi 可 以 直接 由 y, 求 出 , 故 称 欧 拉 公 式 为 显 式 方法 。 梯 形 公式 (7. 5) 
的 右 端 含有 未 知 的 ym ,使 得 梯形 公式 成 为 关于 yw 的 方程 ,通常 使 用 迭代 法 求解 ,所 以 把 这 
类 情形 称 为 隐 式 方法 。 
梯形 公式 中 的 y*, 要 用 和 迭代 法 求解 。 可 先 用 欧 拉 公式 算出 选 代 初 值 
3 有 一 六 十 ArGzy) (7.6) 
然后 用 梯形 公式 进行 迭代 , 即 
3 = 二 [fry D+ fm oy) ] 人 =012) 0 


和 迭代 过 程 进 行 到 连续 两 次 计算 结果 之 差 小 于 给 定 精度 , 即 
ls —yH|<e 
为 止 ,并 取 yw = 一" 。 然 后 转 和 人 下 一 步 计算 y,.:。 


程序 (7.2) ”用 梯形 公式 解 微分 方程 初 值 问 题 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 梯形 公式 (7. 5) 解 初 值 问题 式 (7. 1) 。 
function S = DeqTrap( dfun, a, b, y0, Nm, ep) 
% 输入 :din 一- 微分 方程 中 的 函数 [Cx,y) 
% ab 一 一 求解 区 间 两 端的 坐标 
%% 90 解 函数 ?(z) 的 初始 值 y。 
Nm 一 一 区 间 [a, bj 被 等 分 的 数 日 
% ep 一 一 迭代 法 计算 y, 的 精度 
中 答 出 :S -一 SS 一 [x' y], 其 中 x 是 数值 解 的 节点 坐标 向 量 (1 x (Nm + 1)),y 是 解 函 数 在 节点 处 的 值 
向 量 (1 x CNm 十 1)) 
h= (b—a)/Nm; % 相信 两 个 节点 之 间 的 距离 
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x = a:h:b; % 节点 坐标 向 量 

y 二 zeros(1,， Nm 十 1); ”站 初始 化 解 函数 值 向 量 
y(1) = y0; % 赋 初 始 值 

bri= 1:Nm 


y0 = y(D + h* feval(dun, x(i), y(D); 站 按照 式 (7.6) 计算 > 人 
yl = y0+2*ep; 


j= 0 % 迭代 次 数控 制 参数 
while abs(yl — y0) > ep % 迭代 精度 控制 ,| > 各 ”一 ?和 8 | 过。 时 迭代 结束 
j=j+ls 
ij > le+3 % 选 代 次 数 大 于 10* 时 结束 , 增 大 后 重新 计算 
break; 
end 
y= yO; %yi 存 放 > 内 
y0 = y(D) + (h/2) * (eval( dln, x(1), y(0)) +feval(dfun, xCi+1), y0)); 外 计算 yi 
end 
yli+1) = y0; 入 存放 y- 
end 
S= [xy]， % 输出 计算 结果 [x' y] 
/二 y— 2 
用 程序 (7. 2) 解 初 值 问题 |” ”> , 取 步 长 二 0.1, 求 解 区 间 为 [0，1], 
y(0)=1 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> x=0:0,1:1.0; % 建立 节点 向 量 
>> ya 一 sqrt(1 十 2.* x)# % 计算 精确 解 函数 在 节点 处 的 值 向 量 


>> diin 一 inline('y 一 2x x/y' xy % 定义 函数 (x,y) 二 y 一 2x/y 
二 > S=DeqTrap(dlun, 0, 1,1, 10, le 一 7);% 调用 程序 (7. 2) 求解 


二 > [S ya] 。 %% 输 出 :第 一 列 是 x, 第 二 列 是 数值 解 y ,第 三 列 是 精确 解 ya' 
输出 结果 见 表 7. 2。 
表 7.2 
稍 确 解 | 畏 确 姐 

z 数值 解 y | /a | aa 数值 解 y | 二 

1 0.1000 1.095 7 1.095 4 6 0.6000 1.484 3 1.483 2 

2 0.2000 1.183 6 1.183 2 7 0.7000 1.550 4 1.549 2 

3 0.3000 1.265 4 1.2649 8 0.8000 1.6139 1.6125 

4 0.4000 1.3423 1.3416 9 0.9000 1.675 1 1.673 3 
| 0.500 0 1.415 1 1.414 2 10 1.000 0 1.734 1 1.732 1 


7.2.3 预 估 -校正 法 


梯形 公式 中 的 yw 要 用 和 迭代 法 求解 ,增加 了 计算 量 。 为 了 保持 梯形 公式 精度 高 的 优点 , 同 
时 克服 其 需要 迭代 运算 的 缺点 ,在 实际 计算 中 将 欧 拉 公 式 和 梯形 公式 结合 使 用 ,形成 了 预 估 - 
= 
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校正 法 。 具 体 作法 如 下 ， 
(1) 先 用 欧 拉 公式 求 出 yw， 的 一 个 初步 近似 值 , 记 作 51 , 称 之 为 预 估 值 , 即 
yi =¥ hf Cry) (7.8) 
(2) 再 用 梯形 公式 对 预 估 值 进行 校正 , 即 用 预 估 值 y*, 代替 梯形 公式 (7. 5) 右 端 函数 中 的 
> 进行 计算 ,得 到 的 ys， 就 是 校正 值 , 即 


ym =y. + 名 [fGeny) + frmt3n) ] (7.9) 


两 步 结合 起 来 就 是 
yin = hf (xisy,) 
ge i=0,1,. ,nO— el 
yon yt fm 这 
这 样 建立 的 预 估 -校正 公式 也 称 为 改进 的 欧 拉 公 式 。 
为 了 便于 编程 , 常 把 预 估 - 校 正 公式 (7. 10) 写成 下 列 形式 : 


yt 一 多 十 到 人 十 人 z) 


py Gi=0,1,"n—1) (07.11) 


ks =hf (zt hy yt hk) 
程序 (7.3) ”用 预 估 - 校 正 公式 解 微 分 方程 初 值 问 题 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 预 估 - 校 正 公 式 (7. 11) 解 初 值 问题 (7. 1) 。 
function S = DeqEuler2(diun, a, b, y0, Nm) 
多 输入 :diun 一 一 微分 方程 中 的 函数 / (x,y) 
% ab 一 一 求解 区 间 两 端的 坐标 
% Y0 一 一 解 函数 yCz) 的 初始 值 yo 
% Nm 一 一 区 间 [a, bj 被 等 分 的 数目 
% 输出 :S 一 一 S = [x'y 中 ,其 中 x 是 数值 解 的 节点 坐标 向 量 (1 x (Nm 十 1)),y 是 解 函数 在 节点 处 的 值 
向 量 (1 Xx (Nm 十 1)) 
h = (b— /Nm: % 相 邻 两 个 节点 之 间 的 距离 
x = a:h:b; % 节点 坐标 向 量 
y= zeros(1，Nm 十 1)， 久 初始 化 解 函数 值 向 量 
y(1) = y0， % 赋 初 始 值 
bri= 1:Nm 
kl = h*feval(dfun, xCi), y(i)); % 按照 式 (7. 11) 第 二 式 计算 
k2 一 hv feval(dfn，x(i) 十 hy y(Gi) 十 k1); 5% 按照 式 (7. 11) 第 三 式 式 计算 所 
yGi 十 1D) = y(i) 十 Ckl + k2)/2; % 按照 式 (7. 11) 第 一 式 计算 y.， 
end 


S= [x y]; % 输出 计算 结果 [x y'] 


用 程序 (7. 3) 解 初 值 问题 |> 一 
ly(0)=0. 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 

>> x 一 0:0.05:1.0; % 建立 节点 向 量 
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全 全 ya 一 exp( 一 2. * x). /10 十 x. * exp( 一 2. *x); % 计算 精确 解 函数 在 节点 处 的 值 


向 量 

>> un 二 inline('exp( 一 2#x) 一 2xy ,x','y); 部 定义 函数 f(r,y) = 一 2y 

>> $=DeqEuler2(dun, 0, 1, 0.1, 20); % 调用 程序 (7. 3) 求解 (Nm 一 20) 

二 > [Sya'] ”%% 输 出 :第 一 列 是 x', 第 二 列 是 数值 解 y ,第 三 列 是 精确 解 ya 
输出 结果 (部 分 ) 见 表 7. 3。 

到 | 数值 解 % | (0.1) em 用， nd al 5 a 

2 0.100 0 0.163 6 0.163 7 12 0.6000 0.2106 0.210 8 

4 0.2000 0.2008 0.201 1 14 0.7000 0.197 1 0.197 3 

6 0.300 0 0.219 2 0.219 5 16 0.8000 0.1816 0.1817 

8 0.400 0 0.224 4 0.2247 18 0.9000 0.165 2 0.165 3 

10 0.500 0 0.220 5 0.220 7 | 20 1.000 上 0.148 8 0.148 9 
7.2.4 ”截断 误差 


定义 (7.2) ”对 于 数值 方法 ,假定 在 前 i 个 节点 处 的 数值 解 等 于 其 精确 解 , 即 y, = y(z,)， 
则 称 
Rin =yn — y (zm) (7.12) 
为 数值 方法 在 节点 xi， 处 的 局 部 截断 误差 。 它 仅 是 从 i 到 (i 十 1) 这 一 步 计算 方法 引起 的 误 
差 , 在 一 定 程度 上 反映 了 数值 方法 的 精度 。 
定义 (7.3) ”车 一 种 数值 方法 的 局 部 截断 误差 为 
Re 一 oo ) C27.13) 
则 称 该 数值 方法 具有 p 阶 精度 或 是 p 阶 方法 。 
这 里 只 讨论 网 拉 方 法 的 局 部 截断 误差 。 为 此 将 y(zx,,1) 在 节点 z, 处 用 泰勒 级 数 展开 


yr) =y() +h yr) ) 十 每 GD) (TiSES rn) (7.14) 
从 中 减 去 欧 拉 公 式 (7. 3) ,得 到 
z 
Ri = 一 备 Y(&) (xz < Ezm) (7. 15) 


可 见 , 欧 拉 公 式 具 有 一 阶 精 度 , 是 一 阶 方法 。 还 可 以 证 明 , 梯 形 公式 具有 二 阶 精度 ,是 二 阶 
方法 ; 预 估 - 校 正 公 式 也 具有 二 阶 精度 。 
例 7.1 分 别 用 欧 拉 方法 和 改进 的 欧 拉 方法 求解 初 值 问题 


在 区 间 [0,1] 上 步 长 hh 二 0. 1 的 数值 解 。 


解 ”本 问题 的 解析 解 是 y 二 V1 十 2x 。 用 欧 拉 方法 求解 的 计算 公式 是 
- 一 01 -一 
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3 一 1 
用 改进 的 欧 拉 方 法 求解 的 计算 公式 是 


ym = +0.1(», 一 至) 


i 2 Gi=0,1,.19) 
本 Zz 
| et ET 
Hal 2 (g |) | Dim ] 
计算 结果 列 人 表 7.4 中 。 
表 7.4 

于 yy ( 欧 拉 方 法 ) 《改进 的 欧 拉 方 法 ) (准确 值 

0.1 1. 100 000 1. 095 909 1.095 445 

2 1.191 818 1.184 097 1.183 216 

0.3 1.277 438 1.266 201 1. 264 91] 

0.4 1.358 213 1.343 360 1.341 641 

0.5 1.435 133 1.416 402 1.414 214 

0.6 1.508 966 1. 485 956 1.483 240 

0.7 1.580 338 1.552 515 1.549 193 

0.8 1.649 783 1.616 475 1.612 451 

0.9 1.717 779 1. 678 168 1.673 320 

1.0 1.784 778 1.737 867 1.732 051 

可 以 看 出 ,改进 的 欧 拉 方 法 比 欧 拉 方 法 的 计算 精度 要 高 。 

7.3 万 格 - 库 塔 方法 

7.3.1 龙 格 - 库 塔 方法 的 基本 思想 

由 微分 中 值 定理 可 知 ,存在 0E(0,1) ,使 得 

EE 二 的 wy (zi 二 的)) (7.16) 
所 以 
yz 一 y(Gz) 十 1(zi 十 肌 ,y(z 十 矶 ) ) (7.17) 


这 里 》(z, 十 及) 一 Fr 十 饿 ,yz 十 护 ) ) 一 可 以 看 作曲 线 >(z) 在 区 间 [zx;,x] 上 的 平均 
斜率 。 由于》 (z, 十 册 ) 无 法 准确 知道 ,故常 用 不 同方 法 对 其 进行 近似 。 
欧 拉 公式 中 用 曲线 在 x, 处 斜率 作为 平均 斜率 的 近似 值 ,具有 一 阶 精度 ;梯形 公式 用 曲线 
在 二 和 zi 两 点 处 斜率 的 算数 平均 值 作 为 平均 斜率 的 近似 值 ,具有 二 阶 精 度 。 这 就 启发 人 
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们 ,如 果 计 算 区 间 [zx;,z;1] 内 多 点 处 曲线 的 斜率 , 再 把 它们 的 某 种 线性 组 合作 为 曲线 在 
[zi,zin] 内 平均 斜率 的 近似 值 , 则 有 可 能 构造 出 精度 更 高 的 计算 公式 。 这 就 是 龙 格 - 库 塔 
(Runge-Kutta) 方法 ( 亦 简称 为 R-K 方法 ) 的 基本 = 

R -K 方 法 不 采用 导数 值 来 构造 平均 斜率 的 近似 计算 公式 ,而 是 用 不 同 点 上 函数 值 的 适当 
线性 组 合 来 近似 平均 斜率 ,以 此 构造 近似 计算 公式 ;再 把 近似 计算 公式 的 泰勒 展开 式 与 精确 解 
的 泰勒 展开 式 进行 比较 ,要 求 两 展开 式 的 前 若干 项 相同 ,使 近似 计算 公式 达到 一 定 精度 。 

有 具体 构造 时 , 先 引进 若干 参数 ,如 一 般 显 式 R-K 方法 的 形式 是 


3H1 = +hDlok, 
PE 


k=f (ry) (7.18) 
3 
b=/(xtahey th PBR) OG=2,3,.% ,7) 


其 中 ,w, ,vas 和 py 是 常数 。 选 择 它们 的 原则 是 ,使 上 式 右 端 在 (z,,y,) 处 的 泰勒 展开 式 


一 多 十 7 十 下 六 归 十 击 访 嫩 十 必 (7.19) 


与 微分 方程 的 精确 解 y(z) 在 x, 处 的 泰勒 展开 式 
yz) =y(T 十 如 一 y(Cr) 十 hy (ri)+ 贡生 YY(z,) 十 下 2 (zi) + oh ) 
(7.20) 
的 前 部 尽 可 能 多 的 项 相同 。 如 要 求 
n=f, p=f n= 了 
就 得 到 p 个 方程 ,从 中 确定 出 wwa, 和 Bs ,再 代入 ki ,上 
分 方程 初 值 问 题 的 数值 计算 公式 


yp =f (7.21) 
…', 的 表达 式 , 就 可 以 得 到 计算 微 


ym St 《7.22) 
ft 
这 就 是 p 阶 r 段 的 R-K 方法 计算 公式 。 
定义 (7.4) ”车 式 (7.19) 与 式 (7. 20) 的 前 p 十 1 项 完全 相同 , 即 其 局 部 截断 误差 达到 
0(h”') , 则 称 公 式 (7. 18) 为 p 阶段 的 R-K 方 法 。 
7.3.2 二 阶 龙 格 - 库 塔 公式 的 推导 
取 p 二 "二 2, 即 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 计算 公式 是 
Yat = 二 h(nk + wks) | 
A =f(ri, yi) (7.23) 
已 一 Fr ln PB 
将 上 式 中 的 wo 在 (zx,,y;) 处 展开 , 即 


CA +h(e: +p ay， 


中 /)] +oo5= 
tt fh sf, )n + ou) 
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式 中 , 广 = (zi,y%) 。 上 式 与 微分 方程 的 精确 解 ?一 >(z) 在 点 z 的 展开 式 
yD =y (zi 十 有 二 yD) 十 C2) 有 十 小 (zh 十 oC 所 ) 一 


和 十 7 十 二 到 (号 + 中/ fi) hs + oh) 


逐 项 比较 ,为 了 使 
ym) — ym =0(h’) (7.24) 
令 h 的 一 .二 次 项 系数 对 应 相等 ,有 
on ers 
waaz =1/2 (7.25) 
‘wap -12| 


从 中 确定 出 w ,os ,ez 和 Bi, 代 入 RK 计算 公式 (7.23), 即 得 到 二 阶 两 段 的 R-K 方法 计 
算 公 式 。 
方程 组 式 (7. 25) 有 无 数组 解 ,所 以 可 以 得 到 无 穷 多 个 二 阶 两 段 的 RR 一 K 方法 计算 公式 
若 取 二 1/2,ws 二 1/2,as 一 1,B 一 1, 就 得 到 预 估 -校正 公式 (7. 11); 若 取 w= 二 0,w 一 1,as 一 
1/2,B 二 1/2, 就 得 中 点 公式 
yin 一 % 十 从 


所 一 err) (7.26) 
h 有 
一 f(z 十 如 'y 十 名 hh) 
它 也 是 常用 的 二 阶 公式 。 
7.3.3 三 阶 ` 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 举例 


这 里 不 作 推导 ,给 出 几 个 比较 常用 的 龙 格 - 库 塔 公式 。 
(1) 三 内 六 拘 - 诺 才 公 式 ( 亦 称雄 半 全 匠 ) 
yin 一 水 十 到 全 十 4kz 十 As) 


hh =f Cry) 
Ca (7.27) 
如 一 f(z 二 和 ,yi 十 名 ) 
一 Fr 十 让 一 大 十 2 名 
(2) 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 
2 一世 十 和 十 2 十 2 十 如 
=f(ziy) 
所 一/ 人 (< 十 和 ,> 十 人) (7. 28) 


=f(z 相生 分 ,十 到 和 Sk) 
人 as 
(3) 吉尔 (GilD) 公式 
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yn 一 十 名 [ha 十 (2 一 JE) 生 十 (2 十 YE) 如 十 ] 
ki =f (zy:) 


i 天 LA 
如 =f(mt+ 和 二 2) (7.29) 


如 二 f(z 二 各 ,yy 十 相 了 Hk 十 2 二 从:) 


=f (z+ hy m+) 
龙 格 - 库 塔 方法 的 主要 优点 是 计算 精度 较 高 ,能 满足 通常 的 计算 要 求 ,程序 也 容易 编制 ,而 
且 可 以 从 初始 条 件 自动 进行 计算 。 其 缺点 是 计算 函数 值 的 次 数 较 多 ,计算 工作 量 大 ,并 且 截 断 
误差 难以 估计 。 在 实际 计算 中 ,常常 通过 缩小 步 长 来 提高 精度 , 而 不 是 采用 更 高 阶 的 计算 
公式 。 
例 7.2 取 步 长 h=0.2, 从 z==0 直到 z= 二 1, 用 标准 龙 格 - 库 塔 方法 求解 初 值 问题 


y -一丝 
世 

y(0)=1 

x 


f(z,y)=y 一 给 ， 
多 


求 二 0.2,0.4,0.6,0.8,1.0 上 的 数值 解 。 
将 f(z,y) 和 h 二 0.2 代 人 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (7. 28) ,得 出 具体 计算 公式 是 


yn = + 2 十 2 +2ks +k,) 


解 已 知 
y(0)=1, h=0.2 


灶 守 二 各 
yi 
ha = 二 0. 1 一 Gi=0,1,2,°) 
hb = +0. lh 
ha =y; + 0. 2hs -2 


从 i==0 开 始 ,用 上 式 的 后 四 式 计算 一 组 km = 二 1,2,3,4) ,代入 上 式 的 第 一 式 , 计 算出 yi ;然后 


对 i==1 进行 计算 ,用 上 式 的 后 四 式 计算 一 组 &。(m 二 1,2,3,4) ,代入 上 式 的 第 一 式 , 计 算出 y,; 
依 此 类 推 ,可 以 求 出 方程 精确 解 在 所 求 节点 处 的 数值 计算 结果 ( 见 表 7. 5)。 
表 7.5 
i Ea i 五 时 
0 0.0 1.000 00 3 0.6 1.483 28 
1 0.2 1. 183 23 4 0.8 1.612 51 
0.4 1.341 67 5 1.0 1.732 14 
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程序 (7.4) ”用 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 解 微分 方程 初 值 问 题 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (7. 28) 解 初 值 问题 式 (7. 1)。 

function S = DeqRunKu4 (diun. a. b, y0, Nm) 

外 输入 :dfun 一 一 微分 方程 中 的 函数 (x.y) 

% ab 一 -求解 区 间 两 端的 坐标 

% y0 解 函数 y(r) 的 初始 值 ye 

% Nm 一 一 区 间 [a, b] 被 等 分 的 数目 

%% 输出 :S 一 一 S 二 [x' y], 其 中 x 是 数值 解 的 节点 坐标 向 量 (1 X (Nm 十 1)),y 是 解 函数 在 节点 处 的 值 
向 量 (1 x (Nm 十 1D) 


h= (b—a)/Nm: 入 相 邻 两 个 节点 之 间 的 距离 

x = a:h:b; % 节点 坐标 向 量 

y= zeros(l, Nm 十 1); ”% 初始 化 解 函数 值 向 量 

y(1) = yo; % 赋 初 始 值 

bri= 1:Nm 
kl = feval(dfun, xCi), y(D)); % 按照 式 (7. 28) 第 二 式 计算 所 
k2 = feval( din, x() + h/2, y(i) 十 hw kl/2)， % 按照 式 (7. 28) 第 三 式 计算 人 
k3 = feval(dfan, x(i) + h/2, y(D) + he k2/2): % 按照 式 (7. 28) 第 四 式 计算 心 
k4 = fevalCdfun, xCi) + h, y(D) 十 hs k3)s %% 按照 式 (7. 28) 第 五 式 计算 人， 


yCi 十 1D) = yYGD 十 (kl 十 2*k2 十 2wk3 十 kt) wh/6; 5% 按照 式 (7.28) 第 一 式 计算 yw， 
end 


S= [xy]， % 输出 计算 结果 [x'y'] 


Ee 
用 程序 (7. 4 解 初 值 同 是 ”1 ,到 步 长 一 0.3, 求 解 区 间 为 [0，3]。 

在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 

>> x=0:0. 3:3; % 建立 节点 向 量 

二 > ya=exp( 一 2. * x). /10 十 x. * exp( 一 2. * x); % 计算 精确 解 函数 在 节点 处 的 值 向 量 
二 二 din =inline('exp( 一 2* x) 一 2xy' xy); 定义 函数 f(z,y)=e ”一 2y 


>> $=DegRunKu4 (dun, 0, 3, 0.1, 10); % 调用 程序 (7. 4) 求解 (Nm = 10) 
>> [Sya] % 输出 :第 一 列 是 x ,第 二 列 是 数值 解 Y ,第 三 列 是 精确 解 ya' 
输出 结果 见 表 7. 6。 
表 7.6 
EE iy Cx, ng "| Lindi (x ee sy 
1 0.3000 0.2191 0.2195 6 1.8000 0.0519 0.051 9 
2 0.600 0 0.210 4 0.210 8 7 2.100 0 0.033 0 0.033 0 
3 0.900 0 0.1650 0.1653 8 2.4000 0.020 6 0.020 6 
4 1.2000 0.117 8 0.117 9 9 | 2.7000 0.0127 0.012 6 
5 1.500 0 0.079 6 0.079 7 | 10 3.0000 0.007 7 0.007 7 
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7.3.4 步 长 的 选择 


步 长 越 小 ,每 步 计 算 的 截断 误差 越 小 。 但 在 一 定 范围 内 求解 时 , 步 长 的 减 小 就 意味 着 计算 
节点 的 增加 ,这 不 仅 使 计算 量 加 大 ,同时 可 能 导致 伟人 误差 的 积累 加 剧 。 为 了 保证 计算 精度 ， 
在 实际 计算 中 常常 采用 变 步 长 技巧 , 即 步 长 自动 调整 。 

下 面 以 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 为 例 , 分 析 如 何 自动 选择 步 长 ,以 使 计算 精度 满足 要 求 。 

从 节点 ,开始 , 先 以 步 长 h 计 算出 y(zo) 的 近似 值 , 记 为 y% 。 由 于 四 阶 公式 的 局 部 截 
断 误差 是 os) , 故 有 

yA) — yD oh’ 
当 步 长 不 大 时 ,上 式 中 的 c 可 以 看 作 常 数 。 如 果 将 步 长 减 半 , 即 取 步 长 为 h/2, 仍 从 节点 xz, 出 
发 ,经 过 两 步 计算 得 到 y(z,) 的 近似 值 , 记 为 >%f” ,考虑 到 每 一 步 计算 的 截断 误差 均 为 < 
(h/2) ,于 是 就 有 


GD 一 8 2 () 


以 上 两 式 相 比 可 得 


J zn ) — IE 1 R 
yy i 2 
整理 后 是 
yn) 一 yy 心 让 [YN 一 >9 ] (7.31) 


上 式 表明 ,车 用 5 ”作为 >Czwi) 的 近似 值 , 则 误差 约 为 先后 两 次 计算 结果 之 差 的 1/15。 
因此 只 要 
18 一 > 各 |<e (7. 32) 
成 立 ,就 可 将 > *” 作 为 y(zmi) 的 近似 值 。 若 上 式 不 成 立 , 则 将 步 长 再 次 减 半 进 行 计 算 , 直 到 
上 面 的 不 等 式 成 立 为 止 ,并 取 最 后 的 y5&f” ”作为 计算 结果 。 
以 上 方法 就 是 计算 过 程 中 的 步 长 自动 选择 方法 ,也 称 为 变 步 长 方法 。 


7.4 收 全 性 与 稳定 性 


微分 方程 数值 解法 的 收敛 性 和 稳定 性 从 不 同 角度 反映 了 数值 方法 的 可 靠 性 ,收敛 性 描述 
数值 方法 的 合理 程度 ,稳定 性 描述 数值 计算 过 程 中 误差 的 积累 能 否 得 到 控制 。 只 有 收敛 且 稳 
定 的 方法 ,才能 给 出 可 信和 的 计算 结果 。 这 里 介绍 单 步 法 的 收 伍 性 和 稳定 性 。 
显 式 单 步 法 的 迭代 公式 能 够 统一 表示 为 
yi = + hg (zis Yih) (7.33) 
其 中 ,hh 二 zw 一 zi 为 步 长 ,y; 是 方程 精确 解 y(z) 在 点 x, 处 的 近似 值 ,函数 pg(z,y,h) 称 为 方法 
的 增 量 函数 。 欧 拉 方 法 的 增 量 函 数 p(xz,y,h) 二 f(x,y) 。 


7.4.1 ”收敛 性 


微分 方程 初 值 问题 的 数值 求解 方法 就 是 通过 离散 化 将 微分 方程 转化 为 差分 方程 。 但 问题 
i 
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是 ,这 种 离散 方法 是 否 合适 , 即 差分 计算 公式 (7. 33) 的 解 在 步 长 h4 一 0( 同 时 i-> ==) 时 可 和 否 收 
敛 到 微分 方程 的 精确 解 。 

定义 (7.5) ”车 数值 方法 对 任意 固定 节点 x, 二 a 十 办 (i 二 0,1,2,…) , 当 关 一 0( 且 ic) 
时 ,都 有 > 一 y(z,) , 则 称 该 数值 方法 是 收敛 的 。 

数值 方法 的 收敛 性 与 方法 本 身 的 截断 误差 有 关 ,而 与 数值 计算 时 的 伟人 误差 无 关 。 

定理 (7.2) 车 

(1) 单 步 法 选 代 公式 yi 二 yy 十 hz 人 zy'A) 中 的 增 量 函 数 g(x,ysh) 在 区 域 
S={(z,y) la 和 xzb, 一 < 之 y< 十 0,0 二 hh 二 h) 上 连续 , 且 关 于 y 满足 李 普 希 效 
条 件 : 

Ig — pr yh) [ELI —y| (>0) (7.34) 

(2) 方法 的 局 部 截断 误差 R, ==00h*!) (i 二 1,2,"…)， 

(3) 初始 值 是 精确 的 , 即 y(a) = y。。 
则 

(1) 方法 的 整体 截断 误差 为 e; 二 0(h?) ， 

(2) 当 轧 三 1 时 ,方法 是 收敛 的 。 

例 7.3 对 于 试验 方程 ( 亦 称 模型 方程 ) 初 值 问题 
A Q>>0) (7.35) 

y(0) =y, 

分 析 欧 拉 方 法 的 收敛 性 。 

解 该 问题 的 精确 解 是 >(z) 一 ywex 。 欧 拉 方法 的 迭代 公式 为 

yi 三 (十 加 ) yi 
逐步 迭代 有 
二 (十 表 ) 和 yo 二 yo (1 十 入) 四 

在 本 问题 中 ,zu 二 0,z, 二 加。 而 且 当 hh 一 0 时 (1 十 加 ) 示 一 e, 所 以 上 式 当 hh 一 0 时 收敛 到 
初 值 问题 的 精确 解 。 

也 可 以 根据 定理 (7. 2) 来 证 明 本 初 值 问题 欧 拉 求解 方法 的 收敛 性 。 


7.4.2 稳定 性 


收敛 性 的 分 析 是 在 认为 数值 计算 完全 精确 的 条 件 下 进行 的 ,而 实际 数值 计算 总 有 伟人 误 
差 ,如 果 舍 人 误差 随 着 和 迭代 过 程 的 进行 不 断 积累 放大 ,那么 计算 结果 也 会 严重 偏离 问题 的 精确 
解 ,失去 意义 ,这 种 数值 方法 就 是 不 稳定 的 。 

定义 (7.6) ” 设 数值 方法 计算 w 时 ,所 得 计算 结果 为 y,, 由 误差 6 二 y; 一 y, 引起 以 后 各 节 
点 处 计算 结果 的 误差 为 fu Cm 二 i 十 1,i 十 2.…) ,如 果 总 有 15。 | 过 15 | , 则 称 该 数值 方法 是 绝 
对 稳定 的 。 

数值 计算 方法 稳定 性 的 分 析 相当 复杂 , 它 不 仅 与 方法 本 身 有 关 , 而 且 与 微分 方程 中 的 函数 
7Gzyy) 及 步 长 有 关 , 所 以 研究 一 般 微分 方程 数值 求解 方法 的 稳定 性 是 很 困难 的 。 通 常 只 对 实 
验方 程 

=» (7. 36) 
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(其 中 为 常数 ,) 为 复数 时 ,ReQ) 一 0) 进行 讨论 ,即将 数值 方法 用 于 解 方程 式 (7. 36) ,检查 得 
到 的 差分 方程 是 否 数值 稳定 。 应 当 注 意 ,对 实验 方程 绝对 稳定 的 数值 方法 ,对 一 般 方程 不 一 定 
也 是 绝对 稳定 的 。 

例 7.4 ”讨论 欧 拉 方 法 对 初 值 问 题 式 (7. 35) 的 稳定 性 。 

解 ”对 于 初 值 问 题 式 (7. 35), 欧 拉 公式 是 

ym =y thf (rioy) =S)y' 
其 中 S() 王 1 十 所 。 于 是 误差 8 满足 
sl=1SQ) | 16 (7.37) 
当 |S) | 二 1 时 ,16 | 二 16,|。 由 此 可 得 
l6.|< 16) Gn=it+l1,i+2,.) 

称 区 域 2 = {py 1| Sk) | 二 1) 为 欧 拉 公式 的 绝对 稳定 区 域 。 因 此 ,适当 选择 步 长 , 使 
1SW) | 二 1, 就 能 保证 数值 方法 的 稳定 性 。 


7.5 常 微分 方程 组 与 高 阶 常 微分 方程 的 求解 
前 面 介绍 的 常 微分 方程 数值 求解 方法 的 思路 同样 可 以 用 于 一 阶 常 微分 方程 组 和 高 阶 方程 
的 求解 。 
7.5.1 常 微 分 方程 组 的 求解 
设 有 一 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 


时 =/ (zyvz) ， 


(7. 38) 
和 =f y 7)， z(z0) =—z| 
方程 组 的 解 是 一 组 可 微 函 数 y>(z) 和 = (zx) , 当 它 们 代入 方程 组 式 (7. 38) 时 就 有 
‘(x)= sy(T) ， ， 3(ro) 一 yo 
Ye fi(xyy(T) ,<Cr) )，yCzo) a C0 
z (xz)=fi(z yz) ,=(z) ) ， =(zo) 一 zo 
为 了 建立 方程 组 的 数值 求解 方法 ,考虑 微分 
dy 一 yz) dz 
y= f(r,y,7) cn 
dz= f(x,y,2) dz 
令 dz=ztr 一 mdy 一 ye 一 Yrdz 二 zt 一 ,得 
We a 
ztH — Ze A fa (Thr Yer Th) (Te — Th) 


将 区 间 分 为 若干 个 子 区 间 , 区 间 的 宽度 为 h、 边 界 为 zt 二 工 十 hk 二 0,1,2,…) ,从 式 (7. 41) 
就 可 以 得 到 网 拉 方 法 的 递 推 公式 
Yin = Thfi(Tir ys), yo 一 yCzo) } 
(k=0,1,2,.) (7.42) 
zt =z4 hfa(Teryrz), zo 一 z(zo) 
改进 的 欧 拉 公 式 是 
一 1 一 
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3 =ys + hfi rer ys) 
=z4 + hf (ri ye 2) 


ZA 


Jo = 十 [Ch Caryera)t filzeoy ss)] (kn=0,1,2,.) 


2 = 十 入 [ Greoysos) 十 f(ro3 1s 加 )] 


当 连 续 两 次 迭代 结果 满足 精度 要 求 , 即 
lym? — ym |<e, | 
时 , 取 ye 一 yi ,ze 二 xz8i? , 转 人 下 一 步 计算 。 
四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 是 


oo 一 十 全 帮 士 25 十 236 十 4 


Dn) 
记 一 z 虽 |<e 


= 二 和 Gam 十 2ms 十 2m 十 mr) 
b=f1(r ys 2 ) 
mi =f3 (T4420) 


由 如 
= 十 各,y 二 各 ,+ 多:) 
(k=0,1,2,.…) 


hi 
一 所 (二 委 二 名, 二 多!) 
以 kms 

= 太 ( 们 十 全,w 十 称 ,二 名 


m= 
bf th yt hl ,zs hms) 
ms = f2 (zs Thys tt hha, zt hms) 


程序 (7.5) ”用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 解 微分 方程 组 初 值 问题 的 MATLAB 程序 。 


程序 任务 :用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 (7. 44) 解 微分 方程 组 初 值 问题 式 (7. 38) 。 
function S = DeqsRunKu (yfun, dun, a, b, y0, z0, Nm) 

% 输入 :yfun 一 一 微分 方程 组 中 的 函数 /, (x.y.z) 

% 克 n 一 一 微分 方程 组 中 的 函数 /: Cr,y,z) 

% a b 一 一 求解 区 间 两 端的 坐标 

% 0 一 一 解 函数 y(z) 的 初始 值 y。 

% 0 一 一 解 函 数 >(Cz) 的 初始 值 >。 


(7.43) 


(7.44) 


% Nm 区 间 [a, bj] 被 等 分 的 数目 

只 输出 :S -一 S 一 [x yz], 其 中 x 是 数值 解 的 节点 坐标 向 量 (1 xX (Nm + 1)),y 与 z 分 别 是 解 函数 
>Y(Cz) 与 =(z) 在 节点 处 的 值 向 量 (1 Xx (Nm 十 1)) 

h 一 (b 一 a)/Nmy; % 相 邻 两 个 节点 之 间 的 距离 

x = a:h:b; % 节点 坐标 向 量 


y 二 zeros(1. Nm 十 1); 外 初始 化 解 函数 值 向 量 y 
z 二 zeros(1, Nm 十 1); 兴 初 始 化 解 本 数值 向 量 
y(1) = y0; z(1) = z0 ”% 赋 初 始 值 
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bri= 1:Nm 
11 = feval(yfan, xC), y(D), z())s 站 按照 式 (7. 44) 第 三 式 计算 
ml = feval(zun, x(D), yD), z(D)); % 按照 式 (7. 44) 第 四 式 计算 m， 


12 = feval(yfun, x( 站 十 h/2, y() 十 hx 有 1/2, z() 十 hx ml/2); % 按照 式 (7. 44) 第 五 式 计算 !， 
m2 一 feval(zun, x() 十 hM2，y(i 十 h*11/2, z(i) 十 h* m1/2); % 按照 式 (7. 44) 第 六 式 计算 mm; 
13 二 fval(yun，x(i) 十 h/2，yGiD 十 hxw 12/2。z(i 十 h* m2/2); % 按照 式 (7,44) 第 七 式 计算 4 
m3 二 feval(zun, x() 十 hM2，y(D 十 h* 12/2，z(iD 十 h* m2/2); % 按照 式 (7.44) 第 八 式 计算 ms 


14 = feval(yfun, x(D) 十 hyGD 十 hx13， z(D) +h* m3)y % 按照 式 (7.44) 第 九 式 计算 
m4 = feval(dun, x(i) + h, y(i) + h*13, z() 十 hx m3): % 按照 式 (7.44) 第 十 式 计算 m， 
yi+1) = y(D 十 (十 2*12 十 2*13 十 14) wh/6; % 按照 式 (7. 44) 第 一 式 计算 yi 
z(i 十 1) 一 zi 十 (ml 十 2* m2 十 2* m3 十 m4) *h/6; % 按照 式 (7. 44) 第 二 式 计算 = 


end 


S= [x yz]，， % 输 出 计算 结果 [x y z] 


例 7.5 用 程序 (7.5) 解 初 值 问题 


到 =z+23， x(0)=6 
r+2y, y(0)=4 
计算 区 间 为 [0, 0. 2]。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
>> yn 一 inline('y 十 2* zwxwy' sz) % 定义 函数 (zy,z) 一 ?十 2 
>> dun=inline(’3¥ y+2*2 ,x ,'y,'2); % 定义 函数 户 (rz,y,z) 一 3y 十 2z 
二 > S=DeqsRunKu (yfun, zdun, 0, 2, 6, 4, 10); ”% 调用 程序 (7. 5) 求解 (Nm 二 10) 
>> x=0:0.2:2; % 输入 节点 向 量 [zo ,zi ,zs，*… ,Xz,] 
>> y=4*exp(4. * x) +2. * exp(— x); % 计算 精确 解 向 量 [yo ,yy ,ys ，*……*，y,] 
>> z=6*exp(4. * x) —2. * exp( 一 x)， % 计算 精确 解 向 量 [zo ,1 ，z;，*… ,x,] 
>> [Sy'z 凶 输 出 结果 :第 一 列 是 x ,第 二 列 是 数值 解 y ,第 三 列 是 数值 解 z'， 
第 四 列 是 精确 解 [y(z,) ] ,第 五 列 是 精确 解 [=(z,)] 
输出 结果 见 表 7.7。 
里 %4 
i t 数值 解 z，| 精确 解 -C1,) = 4e” 十 2e“ | 数值 解 y | 精确 解 y(t,) = 6e% 一 2e 
1 0.2 11 11 12 12 
2 0.4 21 21 28 28 
3 0.6 45 45 65 65 
4 0.8 98 99 145 146 
5 1.0 218 219 325 327 
6 1.2 483 487 722 728 
7 了 1 072 1 082 1 606 1 622 
8 1.6 2 381 2 408 3 570 3 611 
9 1.8 5 290 5 358 7 935 8 036 
10 2.0 11 757 11 924 17 635 17 885 


一 二 
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7.5.2 高 阶 常 微分 方程 的 求解 
二 阶 常 微分 方程 的 初 值 问 题 是 
Y(z) 一 (zy(z) ,yz) )，y(Cro) 一 my (rzo) 一 za (7.45) 

若 令 =(z) 一 (z) , 则 初 值 问题 式 (7. 45) 转化 为 

2 (7)=/ (ry(7) ,z(z) ) ， 全 

y (z) 一 =(z) ， yz0)=yo 
成 为 一 阶 常 微 分 方程 组 。 这 时 四 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 (7. 44) 成 为 

zt 一 可 十 名 (十 24s 十 24 十 44) 


(7.46) 


六 (k=0,1,2,.° 
Yr = ys 十 6Cm 十 2ms 十 2ma 十 ma) 


b=f(r yz) 
所 A 
= 十 全 a 十字) 
h hm Ms 
4=/(z 二 各 二 要 ,十 党 ) 


= f(x + hy + hms szs + hs) 
tA a 


mi 一 二 


hl 
加 一 十 多 


mm 一 = 十 企 


me = 十 机, 
从 以 上 两 式 中 消去 ma ,mz ,ms 和 mm, 则 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 可 以 进一步 简化 为 
in 一 瑟 十 各 (二 24 二 24 十) 
因 (k=0,1,2,°) (7.47) 
ye 一 十 has 十 每 (4 十 4 十 4) 


式 中 
下 一 Greyytyzi) 
a Meret 学 ,= + 公 


各 ,w+ 竺 


hs (一 0,1,2,…) (7.48) 
z) 


=f(z 二 入 ,二 名 十 
a 十 
程序 (7.6) ”用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公 式 解 二 阶 微分 方程 初 值 问 题 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 (7. 47) 解 二 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 式 (7. 45) 。 
function S = SDeqRunKu (dlun, a, b, y0, z0, Nm) 
% 输入 :dfn 一 一 微分 方程 中 的 函数 f(z,y (zx) ,=(z) 》 
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% a, b 一 一 求解 区 间 两 端的 坐标 

% 20 一 一 z (x) = yy (z) 的 初始 值 zo。 一 Y Czo) 
% y0 一 一 解 函数 yCz) 的 初始 值 y。 一 y (x9) 
%% Nm 一 一 区 间 [a, bj 被 等 分 的 数目 


%% 输 出 :S 一 一 S== [x y], 其 中 x 是 数值 解 的 节点 坐标 向 量 (1X (Nm 十 1)),y 是 解 函数 y(z) 在 节点 处 

的 近似 值 向 量 (1 x (Nm 十 1)) 
= (b— a)/Nms 党 相 邻 两 个 节点 之 间 的 距离 

x 一 ashib; % 节点 坐标 向 量 

y = zeros(1, Nm 十 1)， 入 初始 化 解 函数 值 向 量 y 

z= zeros(l, Nm 十 1D)， % 初始 化 向 量 z 

y(1) = y0; z(1) = 20 % 赋 初 始 值 

bri= 1:Nm 

11 = feval(dlun, x(), y(), z(D)); % 按照 式 (7. 48) 第 一 式 计算 和 


12 = feval(din，x(D 十 h/2,y() 十 hx z(i)/2, z(0) 十 hx11/2); % 按照 式 (7.48) 第 二 式 计算 /; 
13 = feval( diun, xCD) + h/2, yO) + hx z(D/2 十 h2w 11/4, z0) 十 hy 12/2)4 


14 = feval(dun, x(i) +h, yO + hx* zi) + hr2* /2, zi) +h*13); % 按照 式 (7.48) 
zitl) = zi 十 (01 十 2*12 十 2* 3 十 M4) * h/6; 入 按照 式 (7. 47) 第 一 式 计算 = 
yi+1) = yiD 十 h* zi 十 (十 2 十 13) » hr2/6; % 按照 式 (7. 44) 第 二 式 计算 yw 


end 


S= [x'y]; %% 输 出 计算 结果 [x' y] 


例 7.6 用 程序 (7.6) 计算 区 间 [0,2] 内 二 阶 微分 方程 
(0)+Az (十 5z() 一 0， xz(0)=3, x'(0)=—5 
的 数值 解 ,将 区 间 分 成 10 个 子 区 间 。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
> dn 二 inline(' 一 5*y 一 4*z xy','z); 5%% 定 义 函数 1(z,y,z) 一 一 5y 一 4z 
二 > S=SDeqRunKu (dfun, 0, 2, 3, 一 5, 10);，  % 调用 程序 (7. 6) 求解 (Nm = 10) 
>> x=0:0.2:2; % 输入 节点 向 量 [zo sz ,zx ，*…* ,zx,] 
>> ya=3. * exp(— 2. * x). * cos(x) +exp(—2. * x). x sin(x); 
% 计算 精确 解 y(z) = 二 e** [3cosz 十 sinz] 
二 > [Sya] % 输出 结果 :第 一 列 是 x ,第 二 列 是 数值 解 y ,第 三 列 是 精确 解 L[y(z,) ] 
输出 结果 见 表 7. 8。 


表 7.8 
i 五 数值 解  _| 精确 解 y (zx.》 五 数值 解 % | 精确 解 >(z,》 
1 0.2000 2.103 7 2.1040 6 1.2000 0.1832 0.1832 
2 0.400 0 1.416 1 1.416 6 和 1.4000 0.0910 0.0909 
3 0.6000 0.9155 0.9158 8 1.6000 0.0373 0.037 2 
4 0.800 0 0.566 6 0.566 8 9 1.8000 0.008 1 0.008 0 
5 1.0000 0.333 1 0.3332 | 10 2.0000 | 一 0.0061 一 0.00 62 
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7.6 物理 学 中 的 应 用 举例 一 一 单 摆 运 动 规律 分 析 


如 图 7.2 所 示 , 单 摆 的 摆 线 长 度 为 1, 小 球 质量 为 m, 摆 线 相对 于 铅 垂 方向 的 角 位 移 为 0, 单 
所 受到 的 阻力 与 小 球 运动 速度 成 正比 ,阻力 系数 为 ,在 周期 性 驱动 力 Fcos(wat) 作用 下 , 单 摆 
的 运动 方程 是 


ml SY + + mgsin0 = Feostwat) (7.49) 

单 摆 的 固有 加 频率 w 一 VE77。 引 入 无 量 纲 量 
i Pe | 

oo- 笃 ，r=at， =- 了，7= 二 (7.50) : 

方程 式 (7.49) 就 可 以 无 量 纲 化 为 

$+ 2 + sing= feos(wr) (7.51) 图 72 
对 式 (7. 49) 各 项 乘 以 d9/mg ,有 
dw) + 2 dr + singd9 =fo'cos(wr) dr (7.52) 


式 中 ,w= 二 d0/dr。 设 初始 时 刻 , 单 摆 的 运动 状态 是 0, = 二 0,w' 一 w ,对 上 式 从 初始 时 刻 到 某 一 状 
态 进行 积分 ,有 

E=E,—28|dr+ /| wcos(wr) de (7.53) 
式 中 


下 一 二 wo 一 cosb， 羽 = 了 wo 一 1 (7.54) 


分 别 是 无 基 纲 化 的 机 械 能 和 无 量 纲 化 的 初始 时 刻 机 械 能 ( 取 系 统 的 重力 势能 零 参考 面 为 过 O 
点 的 水 平面 )。 式 (7. 53) 右 端 的 第 二 项 是 无 量 纲 化 的 阻力 的 功 ,第 三 项 是 无 量 纲 化 的 驱动 力 
的 功 。 可 以 发 现 ,阻力 的 功 总 是 使 系统 的 机 械 能 减 小 ,驱动 力 的 功 可 能 使 系统 的 机 械 能 增 大 ， 
也 可 能 使 系统 的 机 械 能 减 小 ,这 取决 于 w 和 cos(wr) 的 符号 能 否 保 持 基本 相同 。 

下 面 分 几 种 情况 ,应 用 数值 方法 解 微分 方程 ,对 单 押运 动 规律 进行 分 析 。 


7.6.1 无 阻尼 无 驱动 单 摆 的 运动 
对 于 不 受阻 力也 无 驱动 力作 用 的 单 摆 ,B=0,/=0, 方 程式 (7. 51) 和 式 (7. 53) 分 别 简化 为 


$+ sin0 =0 (7.55) 
=E,=1 (4) _ es 
E=E, = (EE) cosg >— 1 (7.56) 
即 机 械 能 守恒 。 从 式 (7. 56) 可 以 导出 
( 蜡 =2(E, + cosp) (7.57) 
= 


由 于 (db/dr) ”三 0, 从 公式 (7. 57) 能 够 得 到 以 下 结论 : 
(车 EE 二 一 1, 则 0 一 0, 系统 动能 只 能 等 于 零 , 即 单 摆 停止 不 动 。 
= NM 一 
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(2) 车 一 1 二 Es 过 1, 则 一 x 过 一 arccos( 一 E,) 过 0 过 arccos( 一 E,) 一 x, 单 摆 的 角 位 移 在 
[一 arccos( 一 Eu) ,arccos( 一 EE,) ] 范 围 内 变化 , 单 摆 作 周期 性 振动 。 

(3) 车 E=1, 则 一 x 过 0 三 x, 单 摆 的 角 位 移 可 以 在 [一 x,x] 范 围 内 变化 。 当 0 二 土 x 时 
(db/dr) 二 0, 即 单 摆 停 止 在 此 位 置 , 不 再 运动 。 

(4) 若 杞 > 1, 则 db/dr= 士 V2CE 十 cos06) 天 0, 而 且 在 0 单方 向 变化 的 过 程 中 ,db/dr 的 
符号 保持 不 变 , 说 明 单 摆 绕 固定 方向 转动 , 作 圆 周 运动 。 

图 7. 3 给 出 了 角 位 移 b 与 r 的 关系 曲线 和 角速度 w 与 角 位 移 0 的 关系 曲线 。w -9 平面 称 
为 相 平 面 ,在 相 平面 上 研究 单 摆 运 动 的 方法 称 为 相 图 研究 法 。 相 平面 上 的 一 个 点 表示 系统 在 
某 一 时 刻 的 状态 ( 角 位 移 与 角速度 ) , 称 为 相 点 ,而 相 点 连续 变化 形成 的 轨迹 称 为 相 轨 线 , 它 描 
述 了 系统 的 运动 过 程 。 图 中 的 7 条 曲线 分 别 表示 初始 状态 为 0 =0 及 ,= 
WiG=0,1,…,6)( 对 应 的 局 = 一 1, 一 1/2, 0, 1/2,1,3/2,2) 时 , 单 摆 的 运动 过 程 。 曲 线 1 的 
E, = 一 1, 单 摆 静 止 不 动 ,9-r 曲线 是 一 条 水 平 直线 (0=0),ow' -2 曲线 是 一 个 点 (9 二 0,w 二 0); 
曲线 2 一 4 满足 一 1 < Bu 一 1, 单 摆 作 周 期 性 振动 ,9-r 曲线 是 周期 性 变化 的 曲线 ,w -0 曲线 
是 闭合 曲线 (由 于 w'。 > 0, 相 点 顺 时 针 旋 转 ) 。 单 摆 的 机 械 能 越 大 ,闭合 曲线 包围 的 面积 越 大 ， 
单 摆 振 动 周期 也 越 长 ;曲线 5 的 w', =2 ,已 , = 1, 小 球 摆 到 最 高 点 时 就 停止 不 动 ,因此 0-r 曲线 
上 升 后 成 为 水 平 直线 (0 = r) ,w -6 曲线 单调 下 降 并 终止 在 点 (x,0); 曲线 6 和 曲线 7 满足 
EE, >1,0-r 平 面 上 的 曲线 单调 增加 ,说 明 单 摆 作 非 周期 性 运动 , 相 平面 上 对 应 的 曲线 是 周期 
性 振荡 曲线 ,说 明 w' 是 9 的 周期 函数 ,实际 上 小 球 在 作 圆周 运动 。 总 之 , 相 平面 上 的 四 种 曲线 


式 ,运动 形式 与 单 摆 的 机 械 能 大 小 有 关 。 另 外 ,根据 对 称 性 ,可 以 得 到 相 平面 上 其 他 三 部 分 的 
相 轨 线 。 


7 2.5 

6 2 
s 1.5 
4| 1234567 1 
Ca 0.5 
本 8 0| 
a —0.5 
. -! 
8 一 13| 

0 a 

t On 
图 7.3 


7.6.2 ”有 阻尼 无 驱动 单 摆 的 运动 
对 于 受阻 力 而 无 驱动 力 的 单 摆 ,f 二 0, 方程 式 (7. 51) 和 式 (7. 53) 分 别 简化 为 


929 ed 5 
鱼 十 2e 飞 +sing 一 0 (7.58) 
E=E,—28| wd > 一 1 (7.59) 
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式 (7. 59) 说 明 , 单 摆 的 机 械 能 随 着 时 间 的 增加 而 减 小 , 单 摆 最 终 会 停止 运动 。 

图 7.4 给 出 了 B=0.15, 初 始 状态 为 @ 二 0 与 0 二 V3i (i 二 0,1,…,13) (对 应 的 Eo 一 一 1， 
0,…，12) 时 , 单 押运 动 的 0-r 曲线 和 w -0 曲线 ,从 下 往 上 曲线 分 别 与 14 种 初始 状态 对 应 。 
图 中 显示 ,曲线 分 成 了 三 组 ,在 0-r 平 面 上 每 一 组 曲线 有 共同 的 渐 近 线 , 在 相 平面 上 ,每 一 组 曲 
线 终 止 于 同一 点 。 在 0-r 平 面 上 , 相 邻 渐 近 线 对 应 的 角 位 移 相差 2r, 说 明 单 摆 绕 中 心 转动 的 图 
数 相差 1。 在 w -4 平面 上 , 相 邻 终止 点 对 应 的 角 位 移 也 相差 2r, 对 应 的 角速度 w' 都 是 零 。 说 
明 , 由 于 受到 阻力 的 作用 ,初始 时 刻 具 有 不 同 机 械 能 的 单 摆 , 在 绕 悬 挂 点 转动 不 同 的 圈 数 后 , 作 
减 幅 振 动 ,最 终归 于 静止 。 相 平面 上 每 组 相 轨 线 的 共同 终止 点 称 为 吸引 子 , 似 乎 是 它 把 相 平面 
上 的 相 点 吸引 了 过 来 。 


7.6.3 ”有 阻尼 有 了 驱动 单 摆 的 运动 


图 7.5 给 出 了 B=0.20,/ 二 0.50, 初 始 状 态 为 0 二 0 与 wo 二 V27 (i 二 0,1,…,5) (对 应 的 
,二 一 1,0,…, 4), 并 且 驱 动力 圆 频 率 w 不 同时 , 单 摆 运 动 的 0-r 曲线 和 w -0 曲线 。 

从 图 7. 5 中 可 以 看 出 ,由 于 受到 阻力 和 驱动 力 的 共同 作用 ,无 论 单 摆 的 初始 机 械 能 如 何 ， 
单 摆 在 绕 悬 挂 点 转动 几 团 并 经 过 减 幅 振 动 的 过 渡 后 ,都 会 归于 以 驱动 力 周 期 为 周期 的 振动 。 
驱动 力 的 频率 和 幅度 不 同 ,这 种 过 渡 的 快慢 不 同 , 当 驱 动力 的 频率 等 于 单 摆 固 有 频率 (w 一 1) 
时 ,过 渡 时 间 最 短 。 在 相 平 面 上 , 相 轨 线 最 终 形成 闭合 曲线 。 
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习 题 
1. 用 欧 拉 方法 求解 下 列 初 值 问题 : 
y= 十 1 |y 一 |sin: 
DY A (0<zr<1h=0.D): (2)|> ban] (0<r<2r,h=0.1) 
ly(0)=1 ly(0)=1 
本 ly 二 y+zry’: =0 
2. 用 改进 的 欧 拉 方法 解 初 值 问题 6 二 (0 过 xz 之 1 一 0.2), 并 将 数值 解 
y(0) = 


与 精确 解 y(z) 二 1/ (2e’ 一 zx 一 1) 进行 比较 。 

3. 分 别 用 龙 格 - 库 塔 法 的 中 点 公式 和 标准 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 解 初 值 问题 
Ee ?0 <z 0.6 一 0.2), 关 与 精确 解 y(7) 二 2e 一 一 1 进行 比较 . 
y(0)= 


4. 在 区 间 [0,8] 内 用 有 ==0. 1 求解 微分 方程 组 | ”全 ”了 了) 一 4 该 微分 方程 组 
区 


=—y+zxy, y(0)=1 
的 解 描述 的 点 (x,y) 形成 闭合 曲线 。 


5. 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 初 值 问题 | 


(reE(,1.5)) 。 
ly(1) 
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6. 用 欧 拉 方 法 计算 积分 | ede 在 点 一 0.5,1,1.5,2 处 的 值 。 
7 通过 求解 一 个 合适 的 初 信 问 题 , 制 作 如 下 积分 的 两 数 表 ， 


7 = 二 + exp 人 二 ) )a, (0<r<3 


志 | 
利用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 和 二 0.1 进行 计算 。 这 是 一 种 生成 标准 正 态 分 布 的 面积 表 的 好 


方法 。 
8 计算 定 积分 1C) 一 | /Ca dz 可 以 看 成 求解 沁 油分 方程 | ”0 ”的 负数 在 x 一 
1 处 的 值 。 试 用 几 种 党 微分 方程 的 算法 建立 数值 积分 公式 ,并 求 出 它们 的 代数 精度 。 
9 考虑 积分 - 常 微分 方程 


y =1.3y—0.25y: 一 0.000 ww > dr 
(1) 在 区 间 [0,20] 内 , 取 h=0.2 与 y(0) 二 250, 用 欧 拉 方法 和 梯形 公式 求 方程 的 近似 解 。 
提示 : 欧 拉 公式 的 一 般 步 长 表达 式 为 
ym = +h(1. 3y, — 0.25y? — 0. 000 1y, [yw ar) 


车 用 梯形 公式 计算 积分 , 则 该 表达 式 为 

ym = + hl. 3y, — 0.25y; — 0.000 1y,T,(h) ) 
其 中 ,Tu (4)==0, 并 且 

下 0D 一 TD 十 全 十 y) C=1,2.) 


(2) 在 区 间 [0,20] 内 , 取 h 二 0.2 与 y(0) 二 300, 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 和 梯形 公式 求 方程 
的 近似 解 。 

10. 在 化 学 反应 中 ,一 个 A 分 子 与 一 个 BB 分 子 结合 ,形成 一 个 C 分 子 。 发 现 z 时 刻 C 分 子 
的 浓度 y(t) 是 一 个 初 值 问题 

y (0)=k(a—y) 6B—y), y(0)=0 

其 中 ,k 为 一 正 的 常数 ,a 和 4b 分 别 是 A 分 子 和 B 分 子 的 初始 浓度 。 设 k=0.01,4a= 二 70m mol/L， 
5 二 50mmol/L, 取 步 长 h 二 0.5, 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 计算 区 间 [0,20] 内 的 解 。( 精 确 解 是 
y(D))=350(1 一 exp( 一 0.21) ) /(7 一 5exp( 一 0.21) ) ) 

11. 实验 表明 ,放射 性 物质 的 衰变 速率 与 未 训 变 放射 性 物质 的 量 成 正比 , 即 

dy 

dt 
3(t) 是 4 时刻 未 衰变 的 放射 性 物质 总 量 ,是 衰变 常数 。 放 射 性 物质 的 半衰期 是 初始 物质 衰减 
一 半 所 需要 的 时 间 。 已 知 "C 的 半衰期 是 5 730 年 ,用 数值 方法 求解 微分 方程 ,并 绘制 “C 衰变 
率 与 时 间 的 关系 曲线 。( 微 分 方程 的 精确 解 是 y(t) 一 >(0) exp( 一 息 ) ) 

12. 在 打开 降落 伞 之 前 ,跳伞 运动 员 受 到 的 空气 阻力 与 其 下 落 速 度 的 3/2 次 方 成 正比 。 
设 在 时 间 区 间 [0,6]s 内 ,跳伞 运动 员 的 下 降 速度 满足 微分 方程 

v=32— 0.032v? 

并 且 v(0) 一 0, 试 计算 跳伞 运动 员 在 “一 1s,2s,3s,4s,5s,6s 时 的 下 落 速 度 。 
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13. 设 z(t) 和 y(:) 分 别 表示 上 时 刻 兔子 和 狐狸 的 数量 , 捕食 者 -被 捕食 者 模型 表明 ， 
z() 和 y(t) 满足 方程 
(1) =Ar()— Br() y(t) 
yD)=Cr (0) yD — Dyt) 
选取 参数 A =2,B 二 0.02,C==0.000 2,D=0.8, 在 区 间 [0,5] 内 ,用 步 长 h=0.2, 对 初始 状态 
为 zx(0) 一 3 000 只 兔子 和 y(0) 二 120 只 狐狸 的 兔子 与 狐狸 种 群 数量 的 变化 进行 计算 。 
14. 共振 弹簧 系统 的 动力 学 方程 是 
LH)+257() =8sin(5t), z(0) 一 0，z'(0) 一 0 
在 区 间 [0,2]s 内 , 取 步 长 六 一 0. 05s, 对 函数 z(t) 进行 数值 求解 。 
15. 某 个 RLC 电路 的 数学 模型 为 
Qr'GD) 十 20Q'G) 十 125Q() 一 9sin(50 ，QO)=0，Q'Co)=0 
在 区 间 [0,2]s 内 ,用 步 长 大 = 0. 05s, 对 函数 Q() 进行 数值 求解 。(T() 二 Q (1) 是 电流 强度 ) 
16. 已 知 受 迫 振动 的 方程 是 
好 (0 十 2Bzr (DD) +z 一 sin(ot) (Fw) 
取 ww 一 1,z(0) 一 1,z' (0) 一 0,8=0.1 或 0.4, 步 长 Az=0.5, 试 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 进行 数值 
计算 ,并 分 别 画 出 w= 二 0.5,1,2 时 的 z() -t 及 x'(4) -t 曲线 。 
17. 设 单 押 运动 的 角 位 移 是 z(1) , 则 单 押运 动 的 方程 是 
mlx”(t)=— mpgsin(z(t) ) 
其 中 m 为 质量 ,! 为 悬 线 长 度 ,g 为 重力 加 速度 。 取 /= 二 1.5m,g 一 10m/s: , 步 长 几 一 0.05s， 
(0) 二 0.3,z'(0) 二 0, 在 区 间 [0,5]s 内 ,对 函数 xz(1) 进行 数值 求解 ,并 绘制 z(1) -上 曲线 。 
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许多 科学 问题 和 工程 问题 的 数学 描述 是 偏 微分 方程 (如 哈密 顿 正 则 方程 .麦克 斯 韦 电磁 
场 方程 组 . 薛 定 刘 方 程 . 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 .扩散 方程 .波动 方程 . 雍 姆 替 斯 方程 等 ) ,如同 代 
数 方程 及 常 徽 分 方程 一 样 ,寻求 它们 的 解析 解 也 是 一 件 极 其 困难 甚至 不 可 能 的 事 ,因此 用 数值 
方法 计算 其 近似 解 十 分 必要 。 本 章 主要 介绍 求解 三 大 类 (抛物 型 . 双 曲 型 和 椭圆 型 ) 二 阶 偏 微 
分 方程 的 差分 方法 ,通过 计算 实例 研究 了 扩散 现象 和 平行 板 电容 器 内 的 电势 。 


8.1 二 阶 偏 微分 方程 的 分 类 和 解 的 特性 


8.1.1 二 阶 偏 微分 方程 的 分 类 
考察 二 阶 偏 微分 方程 


a Ou | Ou | dau 关 
十 十 十 
B28y tea tdas teas tf =elry) (8.1) 


若 系 数 avbycrdve 及 / 是 = 和 y 的 函数 , 则 方程 式 (8. 1) 是 绩 人 人 机 分 力 科 1 着 系数 4.6 及。 是 
zy 六 及 的 函数 , 则 方程 式 (8, 1) 是 拟 线性 偏 微分 方程。 根据 a,b 及 ec 的 大 小 关系 ,可 以 
把 方程 式 (8. 1) 分 为 以 下 三 大 类 ， 

(1) 如 果 在 点 (xo,yo) 处 ACzo ,yo) = 外 一 4ac 一 0 那么 方程 式 (8. 1) 在 点 (zu,ye) 处 是 抛物 
型 的 。 二 阶 抛物 型 方程 的 标准 型 是 


a =h | (8. 2) 
(2) 如 果 在 点 (xo,yo) 处 ACzo ,yo) 一 太一 4ac 二 0, 那么 方程 式 (8. 1) 在 点 (zo,yo) 处 是 双 
曲 型 的 。 二 阶 双 曲 型 方程 的 标准 型 是 


ax Ou, ,u : 
EE AL ,35 本 (8. 3) 
也 能 表示 成 特征 坐标 形式 
Su 
Es (EE ,3 (8.4) 


(3) 如 果 在 点 (zo,y ) 处 ACzo,ye) 一 姑 一 4ac 一 0 时 ,那么 方程 式 (8. 1) 在 点 (xo,yo) 处 是 
椭圆 型 的 。 入 和 罗 站 办 各 的 灶 半 和 


Ou 

Ea + 天 一 ( 问 ' 关 ay 

re 双 曲 型 方程 和 抛物 型 方程 都 属于 时 间 发 

展 型 方程 ,它们 通常 用 于 描述 随时 间 变化 的 非 定常 物理 现象 (如 波动 过 程 和 热传导 过 程 ) ,而 椭 
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圆 型 方程 则 用 于 描述 不 随时 间 变 化 的 稳 态 物理 现象 (如 静电 场 的 电势 )。 时 间 发 展 型 方程 的 适 
定性 问题 通常 有 两 种 , 即 初 值 问 题 和 初 边 值 问 题 ,而 椭圆 型 方程 的 适 定 性 问题 只 能 是 边 值 
问题 。 


8.1.2 二 阶 偏 微 分 方程 解 的 特性 


这 里 通过 几 个 典型 例子 介绍 二 阶 偏 微分 方程 解 的 基本 特性 。 
1. 抛物 型 偏 微分 方程 
一 维 热传导 方程 的 初 值 问 题 是 
弘一 Bu 
at az Cr ER, 1>0) (8.6) 
uCry0) 一 p(z) 
如 果 函 数 p(z) 有 界 并 连续 , 则 初 值 问 题 式 (8. 6) 的 唯一 解 是 


1 上 Ce 3G 
u(r,t)= (s)e ds (8.7) 
2 VR? 


上 式 表明 , 解 u(z,t) 在 点 (zz) 处 的 值 依赖 于 初始 状态 函数 g (zr) 在 所 有 点 的 值 ,依赖 程度 随 
距离 |z 一 s| 按 二 次 负 指 数 规律 碱 小。 这 说 明 抛物 型 方程 的 信号 传递 速度 是 无 限 大 ,一 点 的 扰 
动 会 很 快 传播 到 整个 区 域内 ,但 在 传播 过 程 中 信和 号 的 强度 不 断 训 减 。 另 外 , 解 式 (8.7) 满足 极 


值 原理 :如 果 初 始 函 数 2Cz) 有 界 , 那 么 方程 的 解 u(x,t) 具有 同样 的 上 下 界 。 
2. 双 曲 型 偏 微分 方程 


一 维 波动 方程 的 初 值 问题 是 
0 (>oz Re 
uCz,0) 一 pi(z) (pl ECe(R)) (8.8) 
(0) =wa(z) (ps EC'(R)) 
式 中 ,R 为 实数 集合 。 上 述 初 值 问题 的 解 由 达 朗 贝尔 (d?”Alem bert) 公式 给 出 , 即 
wr) = 二 (p(x 二 a) 十 gi(z 一 a) ) 十 机 站 :ed (8.9) 


可 以 看 出 , 解 (zx,t) 在 点 (+,t) 处 的 值 取决 于 初始 函数 8,(z) 在 两 点 工 士 at 处 的 值 和 初始 函 
数 gs(z) 在 区 间 [z 一 at,z 十 at] 内 各 点 处 的 值 。 解 式 (8.9) 还 能 表示 为 


uz Fr (rz—a)+F (r+) (8.10) 
其 中 ,函数 F(z 干 a) 是 初 值 问题 
Et 
Er | (8.11) 
v(r,0)=F* (zx) 


的 解 。 式 (8. 10) 说 明 , 经 过 时 间 上 后 ,初始 扰动 Fz) 在 空间 的 分 布 不 变 ,只 是 整体 沿 z 正方 
向 或 负 方向 移动 了 距离 at ,而 a 就 是 初始 扰动 的 传递 速度 ,这 就 是 波动 的 传播 过 程 。 

3. 椭圆 型 偏 微分 方程 

拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 ( 亦 称 调和 方程 ) 为 
eu su 


二 人 + 人 =0 (zyz) ED) (8.12) 
9z 


Me By 
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其 中 ,Q 是 单 连通 域 。 调 和 方程 的 解 称 为 调和 函数 。 -满足 方程 式 (8. 12) 的 函数 x(z,y,z) 有 下 
面 的 基本 积分 公式 : 
1 


ps 日 /LV 1au(z' yz) 
uCzyyvz) 一 去 | Es ye ) 世 (地 ) 二 六 J]s (8.13) 


式 中 ,a/an 和 ds 分 别 表示 区 域 4 表面 30 的 外 法 向 梯度 和 面 元 ,它们 与 空间 点 (x',y ,z) 有 
关 ,r=V(z 一 + ) 十 (一 y) 十 (z 一 2 )”。 式 (8.13) 表明 ,调和 函数 (x,y,z) 完全 由 区 
域 边界 上 的 值 决定 ,这 也 说 明 椭圆 型 方程 的 定 解 问题 只 能 是 边 值 问题 。 调 和 函数 的 一 个 重要 
性 质 是 极 值 原 理 :不 便 等 于 常数 的 调和 函数 只 能 在 区 域 的 边界 上 取得 最 大 值 和 最 小 值 。 


8.2 解 偏 微分 方程 的 差分 法 


一 般 来 说 ,有 限 差分 法 求解 偏 微分 方程 定 解 问题 的 过 程 主要 包括 三 步 
(1) 将 求解 区 域 离散 化 , 即 对 求解 区 域 进行 网 格 剖 分 。 
用 于 空间 一 维 初 边 值 问题 的 网 格 由 直线 组 
1 一 上 一 如 (k=0,1,2,..,K; K=[T/r]) 
工 一 一 友人 一 0,1,2，, 太 太一 一 人 
形成 ,所 覆盖 的 区 域 是 有 = {(zyt) |z1 过 zx 过 z,,0 达 1 之 T)。 式 中 [*] 表 示 取 整 ,h 和 rt 分 
别 是 z 方向 和 4 方向 的 网 格 步 长 。 
两 组 直线 的 交点 称 为 网 格 节点 ,区 域 9 边界 上 的 网 格 节点 称 为 边界 节点 ,区 域 4 内 部 的 网 
格 节点 称 为 内 部 网 格 节点 。 网 格 剖 分 的 过 程 又 称 为 数值 网 格 生成 。 它 在 微分 方程 的 数值 求解 
中 非常 重要 ,网 格 剖 分 质量 直接 影响 数值 求解 的 运算 效率 和 计算 精度 。 有 限 差 分 法 是 在 网 格 
节点 上 计算 微分 方程 近似 解 的 方法 ,又 称 为 网 格 法 。 
(2) 将 偏 微分 方程 和 定 解 条 件 离散 化 ,建立 代数 方程 组 。 
这 一 步 就 是 用 网 格 节点 上 的 函数 值 近似 表示 微分 方程 中 的 偏 导数 及 定 解 条 件 。 如 果 户 和 
Tt 足够 小 ,那么 函数 w(x ,1) 在 网 格 节点 (zi,t) 处 的 各 阶 偏 导数 可 以 近似 为 
对 工 的 一 阶 向 前 差 商 


(8,14) 


型 | 上 un — ti 
3 (8.15) 
对 z 的 一 阶 向 后 差 商 
Ou uu 
站 | h (8.16) 
对 工 的 二 阶 中 心 差 商 
a a 
Ou| _azl Ox|is _ uits— iis wri 
| ,= 和 = py (8.17) 
对 4 的 一 阶 向 前 差 商 
型 | ui ui 
3 网 本 (8. 18) 


对 1 的 二 阶 中 心 差 商 
~ 人 2 一 
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Ar | 在 
其 中 ,函数 下 标 “i,k” 表示 函数 在 zx 二 办,t 二 kr 处 取 值 , 即 ,一 u(ih ,kr)。 
定 解 条 件 也 可 以 进行 相应 的 离散 ,如 定 解 问题 式 (8. 8) 中 的 初始 条 件 u(z,0) 二 gi (zx) 能 
够 离散 为 ui 二 gn ( 思 ) 。 微 分 方程 和 定 解 条 件 离散 后 ,就 构成 了 关于 wv 的 线性 代数 方程 组 。 
(3) 解 线性 代数 方程 组 ,得 到 定 解 问题 的 数值 解 。 


Du] wp — Zui twit (8.19) 


8.3 解 掀 物 型 方程 的 差分 法 


以 一 维 热 传导 方程 的 初 边 值 问题 为 例 , 介 绍 解 抛物 型 方程 的 差分 法 。 


设 热 传导 方程 的 初 边 值 问 题 是 
Ou a Su 
=- (0<r<ht>0) 
&(0,t) 一 ca) 一 c， (>0) 80.302 
u(r,0)= f(r) (0<r<D) 


其 中 a, 是 常数 , 定 解 区 域 Q= {(z,t) 10 二 z 二 4,t 放 0) ,在 xz-t 平 面 上 是 一 个 带 状 区 域 。 
首先 ,对 定 解 区 域 进行 网 格 剖 分 。 取 正 整数 了 ,定义 空间 步 长 h=1/1, 取 时 间 步 长 为 r。 用 
两 组 直线 
z=X,=h i=0,1,20, DD) t=h4=hr (k=0,1,2,..") (8.21) 
将 区 域 4 划分 为 矩形 网 格 , 网 格 节点 坐标 为 (x,t) 。 
然后 ,对 热传导 方程 离散 化 。 微 分 方程 对 区 域内 的 每 一 点 都 成 立 ,在 网 格 节点 (zi,t,) 处 ， 
微分 方程 就 是 


ou| ou 
| (8. 22) 
把 差 商 公式 (8.17) 和 公式 (8. 18) 代入 上 式 , 得 到 差分 公式 ( 亦 称 差分 格式 ) 
Wan = (1—2a) utalunt um) (=1,2,.,1—1:k>1) (8. 23) 
其 中 
“一 经 (8.24) 
称 为 网 格 比 。 同 时 边 值 条 件 (0.1) 二 ci 与 (4,1) 二 c, 和 初 值 条 件 u(z,0) = 二/(z) 也 离散 化 为 
to 一 cey Un = (过 1) 
} (8. 25) 
wo=fi=f(h) (=1,2,,1—1) 


联 立 差 分 方程 式 (8.23) 和 定 解 条 件 式 (8.25), 构成 关于 内 部 网 格 节点 处 函数 值 
us 一 1,2,…1I 一 1 二 1) 的 线性 代数 方程 组 ,从 中 能 够 求 出 偏 微分 方程 精确 解 

uCzivt) 的 近似 值 wii (i 二 1,2,… ,了 一 1;k 之 1) , 称 为 数值 解 。 
根据 差分 方程 式 (8. 23) .可 以 由 初始 条 件 和 边界 条 件 逐 次 求 出 同一 时 刻 各 网 格 节 点 的 
值 。 习惯 上 把 同一 时 刻 网 格 节点 的 x 的 全 体 称 为 一 层 , 而 计算 则 是 逐 层 推进 的 。 计 算 过 程 中 
层 间 网 格 节点 的 关系 如 图 8. 1 所 示 ,k 十 1 层 第 ;个 节点 处 的 zx 值 由 上 层 第 i 一 1,i,i 十 1 三 个 节 
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点 处 的 zx 值 推算 出 来 。 由 于 只 涉及 四 个 网 格 节点 ,并 且 当 第 人 | 
层 上 所 有 网 格 节点 处 的 wsG 一 0,1,2,…',D 已 知 时 ,不 需要 
求解 线性 方程 组 , 便 可 直接 从 差分 方程 式 (8. 23) 计算 出 人 十 1 k 


层 上 所 有 内 部 网 格 节 点 处 的 ws Gi 一 1,2,…:T 一 1) 值 ,所 以 ”个 ! ul 
称 方程 式 (8. 23) 为 四 点 显 式 差分 格式 。 册 
如 果 定 义 四 点 显 式 差分 格式 的 解 向 量 wu 为 
= Was oe ds] (k=1,2,3,..) (8. 26) 
并 定义 1 一 1 阶 三 对 角 和 矩阵 4 为 
1 一 2a a 
六 二 | (8. 27) 
a 1 一 2c 
则 四 点 显 式 差分 格式 又 能 表示 为 向 量 乘积 的 形式 , 即 
Wn =Aus (一 0,1,2，….) (8. 28) 
并 且 
w=[fh) fF) … GT 一 DA)]T (8.29) 
这 就 是 说 ,对 于 四 点 显 式 差分 格式 ,从 第 上 层 解 向 量 推算 第 上 十 1 层 解 向 量 只 需 做 一 次 简单 的 
和 矩阵 乘法 。 
在 网 格 节点 (x,,t) 处 ,用 差分 公式 (8. 23) 近似 偏 微分 方程 式 (8. 22) ,产生 的 截断 误差 是 
Ru 一 号 品 eo- 和 用 器 Gw (8.30) 


其 中 ,& ECzrvzari) ,WE(44 ,tiv )。 这 个 误差 称 为 差分 方程 式 (8. 23) 的 局 部 截断 误差 , 它 定 
基地 描述 了 差分 方程 近似 偏 微 分 方程 的 程度 。 要 使 误差 表达 式 (8. 30) 成 立 , 偏 微分 方程 的 解 
4 必须 关于 xz 有 四 阶 连续 偏 导数 ,关于 + 有 二 阶 连续 偏 导数 。 此 时 ,差分 方程 的 精度 关于 z 为 
三 阶 ,关于 1 为 一 阶 。 

如 果 在 逐 层 向 上 计算 时 ,初始 误差 不 被 扩大 , 则 称 差分 格式 是 数值 稳定 的 。 可 以 证 明 , 差 
分 公式 (8. 23) 数值 稳定 的 充分 条 件 是 


BN 1 
= (8. 31) 
例 8.1 用 四 点 显 式 差分 格式 求解 热传导 方程 的 定 解 问题 
Ei (<z<lz>0) 


u(0,1)=u(l,t)=0 (之 0) 
u(ry0) 一 sin(rz) (0<z<1) 
解 该 定 解 问题 的 解析 解 为 u(x,1) =e™'sin(xz)。 并 且 4a 一 1,1 一 1, 取 =0.1,7== 
0.000 5。 则 网 格 比 


= 
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0.9 0.05 0 0 0 0 0 0 0 
0.05 0.9 0.05 0 0 0 0 0 0 
0 0.05 0.9 0.05 0 0 0 0 0 
0 0 0.05 0.9 0.05 0 0 0 0 
三 对 角 和 矩阵 4 一 | 0 0 0 0.05 0.9 0.05 0 0 0 
0 0 0 0 0.05 0.9 0.05 0 0 
0 0 0 0 0 0.05 0.9 0.05 0 
0 0 0 0 0 0 0.05 0.9 0.05 
0 0 0 0 0 0 0 0.05 0.9 
初始 向 量 是 


uo =[sin(0.1x) sin(0.2r) sin(0.3x) sin(0.4x) sin(0.5r) sin(0.6x) 
sin(0.7r) sin(0.8r) sin(0.9x)]™ 
根据 公式 (8. 28) ,各 层 解 向 量 是 
=Auo, UW:i=Aui=A’u, os 一 Auz 一 Auo， 
即 
Ws =A'uo (一 1,2,3，) 


求 出 的 几 组 解 向 量 见 表 8. 1 。 


程序 (8.1) ”用 差分 法 解 抛物 型 方程 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 差分 法 解 一 维 抛物 型 方程 的 初 边 值 问题 (8. 20) 。 
function U = DilParab(fun, cl, crsa, L, T, 1, K) 

中 输入 :fun 一 一 初始 条 件 函 数 w(x,0) 

% eler 一 一 边界 条 件 w(0,D 一 以 及 w(L,D) 一 or 

% a 一 一 抛物 型 方程 w= 二 a*u.。 中 的 常数 a 

% L,T 一 一 空间 范围 [0, L] 和 时 间 范 围 [0, T] 的 上 边界 

% I,K 一 一 区间 [0,1] 的 划分 数 为 1, 区 间 [0,T] 的 划分 数 为 K 
% 输出 :U 一 一 方程 的 解 矩 阵 (K 十 1) X (I 十 1) 


h=L/l; t= T/K; % 计算 空间 步 长 和 时 间 步 长 
r= a2¥t/h2; % 计算 网 格 比 ,公式 (8. 24) 
U= zeros(I 十 1, K+1); % 初始 化 解 矩 阵 
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UG, 1:(K+D) = cl; UCI+D, 1:(K+1)) = er 入 赋予 边界 条 件 
UC2:1, 1) = feval(fun, h:h:(1— 1 *h)’; 入 赋 于 初始 条 件 
brk = 2:K 
fori= 2:1 
UG = (1 一 2*D*U(ik 一 D+rs(CUG 一 1k 一 D 十 Ui 二 1k 一 D)3% 公式 (8.23) 
end 
end 
U=U', 


例 8.2 用 程序 (8. 1) 解 下 列 初 边 值 问 题 : 


解 

>> 
>> 
>> 


经 ou 

二 (0<r<1l,0<t<0.2) 

u(0,0) =u(l,t)=0 (©<i<0.2) 

0.5)? 

wre0) texp[— EF | (0<r<l) 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 
fun =inline(’4 * exp(— (x — 0.5).°2/0. 2°2)', "x'); % 建立 初始 条 件 函数 
U=DiParab(fun, 0, 0, 1, 1, 0.20, 8, 30); % 调用 程序 (8. 1) 计算 
U % 输出 计算 结果 


输出 结果 (部 分 ) 见 表 8. 2。 


4 = 0.000 | 4 

n= 0.020 | 1.3945 1.994 2 2.216 6 
ts = 0.040 | 1.2062 1.590 0 1.7320 
4 = 0.060 | 0.9914 1.297 9 1.404 8 
ts = 0. 080 | 0.8115 1.0603 1.1479 
t's = 0. 100 | 0.6634 0.866 9 0.938 2 


> 


meshz(U) % 绘制 三 维 示 意图 


输出 结果 如 图 8. 2 所 示 。 
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8.4 解 双 曲 型 方程 的 差分 法 


以 一 维 波动 方程 的 初 边 值 问 题 为 例 ,介绍 解 双 曲 型 方程 的 差分 法 。 
均匀 弦 线 自由 振动 的 方程 为 
Ou_1ou 


azz ar™ (0<r<l,0<i<T) (8. 32) 


其 中 必 是 波 速 ,! 是 弦 线 长 度 ,T 表 示 一 段 时 间 。 定 解 区 域 Q={(z,D) 10 一 z 一 /40 一 :一 T)， 
在 x -1 平面 上 是 一 个 矩形 区 域 。 

对 定 解 区 域 进行 网 格 训 分 。 取 正 整数 了 和 天 ,空间 步 长 关 = 上 /T, 时 间 步 长 rz=T/K。 用 两 
组 直线 

I=,= 座 (i=0,],2,.%% TD) 一直 一 人 如 (k=0,1,2,.,K) (8. 33) 

将 区 域 2 划分 为 矩形 网 格 ,网 格 节点 坐标 为 (zz) 。 

对 偏 微分 方程 式 (8. 32) 离散 化 。 微 分 方程 对 区 域内 的 每 一 点 都 成 立 , 在 网 格 节点 
(zo4) 处 ,微分 方程 就 是 


Ou 1 Ou 
Br) | (8. 34) 
把 二 阶 中 心 差 商 公式 (8. 17) 和 公式 (8. 19) 代入 式 (8. 34) ,得 到 差分 公式 
Mist 一 2(1 一 和 2) wis tA Cts Wrist) — tin (8. 35) 
其 中 
Xe (8. 36) 
利用 差分 公式 (8. 35) ,可 以 由 第 i 个 节点 处 一 1 时刻 及 第 i 一 1,i,i 十 1 三 个 节点 处 上 时 刻 的 


4 值 计 算出 第 i 个 节点 处 十 1 时刻 的 值 ,相关 节点 的 关系 如 图 8. 3 所 示 。 


该 类 问题 的 初始 条 件 一 般 为 k+l 

u(r,0)=g(r) | 
Bu Ey (0<r<) (8. 37) 大 
(zx,0)=y(r) | 

边界 条 件 一 般 为 人 —— -1 
u(0,1) =g(t) i-l i i+1 

<t<T. . 

uD =f0) (©0<it< )| (8. 38) 交 


初始 条 件 给 出 了 初始 时 刻 弦 线 上 各 点 的 位 移 和 速度 ,边界 条 件 

给 出 了 弦 线 两 端 位 移 随时 间 的 变化 。 式 (8. 37) 中 速度 初始 条 件 的 差分 公式 一 般 有 以 下 两 种 ， 
(1) 使 用 向 前 的 一 阶 差 商 式 (8. 18) , 即 (Bu/2) ,o == (ui 一 we) /r, 得 到 初始 条 件 的 第 一 

种 差分 公式 


Wt = tp ih)=ph)+ yh) Gi 一 0.1,2,…，D) (8. 39) 
(2) 使 用 中 心 一 阶 差 商 公式 
| uu i i 
人 | G0,1,2,,D (8.40) 


得 到 初始 条 件 的 第 二 种 差分 公式 
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Wi — Wi =2ry (ih) (8.41) 
在 差分 方程 式 (8. 35) 中 令 k= 二 0, 有 
ai 一 2(1 一 12) ww.0 AT Cire Ui.0) — Wi (8.42) 
以 上 两 式 联 立 , 求 出 


E 
二 人 ( 扩 ) 一 


Qa) gh) + pt DD + DA )+ ry (ih) (8. 43) 
这 样 , 一 维 波动 方程 初 边 值 问题 的 差分 公式 可 以 有 以 下 两 种 : 
(1) 第 一 种 差分 公式 
1=20—A ut net un ) ue (i=1,2 


了 一 1 一 1, 2 天 一 1) 


ai 二 9( 认 ) (i=0,1,2,.",1) 
Wn 二 p( 计 ) 十 ty ( 衣 ) (i=0,1,2,.,1) 
uot = g(kr) (k=0,1,2,°",K) 
Wis = /kr) (k=0,1,2.",K) 


(8.44) 
(2) 第 二 种 差分 公式 

Mt 一 2(1 一 人 2 ur tA ntu) — ur C=1,2,%,T—1k=1,2,.. ,KC—1) 

Wo 三 p( 认 ) (i=0,1,2,0,1) 


be = 4) gh)+ pt D+ DA ) + ih) Gi=0,1,2,.",1—1) 


to =g(kr) (k=0,1,2,.%,K) 
uns =f (kr) (k=0,1,2,.%,K) 
(8.45) 


第 二 种 差分 公式 通常 被 采用 , 它 比 第 一 种 差分 公式 有 较 高 的 精度 。 两 种 差分 公式 收敛 且 
稳定 的 条 件 是 


入 = 党 <1l (8.46) 
例 8.3 用 第 一 种 差分 公式 计算 波动 方程 的 混合 问题 
=0 (QO<zr<1lt>0) 


u(x,0) =sin(xz), (0)=rd—z) (0<zr<D 


u(0,t)=u(l,t)=0 (>>0) 
取 X 二 1,h 二 0.2, 分 别 计算 ==1,2,3,4 层 的 数值 解 。 
解 ” 根 据 *=1,h==0.2,1=1 及 v=1, 有 
一 025 了 一 5 
差分 公式 (8. 44) 具体 为 
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Mt = Ui 十 Mr 一 Me G 一 1,2,3,4; 一 1,2，) 
n(0. 2ix) (i=0,1,2,3,4,5) 
(0. 2ir) 十 0.04i(1 一 0.21) (i=0,]1,2,3,4,5) 
(一 0,1,2，) 
uss 一 0 (k=0,1,2,.…) 


计算 结果 列 人 表 8. 3 中 。 


sm i=4 
k=0 0 0.587 8 0.587 8 0 
人 一 1 0 0.619 8 0.619 8 0 
k=2 0 0.411 3 0.411 3 0 
0.048 0 0.048 0 0 
一 0.331 3 一 0.331 3 0 


程序 (8.2) ”用 差分 法 解 双 曲 型 方程 的 MATLAB 程序 。 
程序 任务 :用 差分 法 公式 (8.45) 解 一 维 双 曲 型 方程 的 初 边 值 问题 式 (8. 32)、 式 (8.37) 及 


式 (8.38) 。 


function U = DiHyper(diun, vian, lun, fun, v, L, T, 1, K) 
%% 输入 :dn 一 一 初始 条 件 位 移 函 数 n(x,0) 
% van 一 一 初始 条 件 速度 函数 w(z,0) 


% un 一 一 左边 界 条 件 函 数 w(0,1) 
% mn 一 一 右边 界 条 件 函 数 u( 上 ,2) 
% Y 一 一 双 曲 型 方程 w, 一 矿 ws 中 的 波 速 v 
% L,T 一 一 空间 范围 [0, L] 和 时 间 范 围 [0, T] 的 上 界 
% I,K 一 一 [0,L]j 的 划分 区 间 数 为 I,[0, T] 的 划分 区 间 数 为 K 
% 输出 :U 一 一 方程 的 解 矩阵 (K 十 1) X (I 十 1D 
h=L/l t= T/K % 计算 空间 步 长 和 时 间 步 长 
r= vxt/hs % 计算 参数 入, 公式 (8. 46) 
U = zeros(I 十 1, K 二 1); 六 初始 化 解 矩阵 
fori = 2:1 
UGi, D = feval(dun, (i— 1) xh); % 计算 U 的 第 一 列 


Uli, 2) = (1—r2) feval(dun, (i—1) * bh)+(r2/2) * (eval(dfun, ix h)+feval(dun, (i—2) * bh)) 
十 tx feval(vfun, (i 一 1) * h); % 计算 口 的 第 二 列 


end 
bork= 1:(K+1) 
UO,k) = feval(lfon, (k—D Di; %% 计算 U 的 第 一 行 (左边 界 条 件 ) 
UC D,k) = val(rdun，Ck 一 D)*D; % 计算 UU 的 第 (I 十 1) 行 (右边 界 条件 ) 
end 
ork = 3:K 
fori= 2:1 
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UG = 2* (1 一 r2)* U(ik 一 1D)+r2*(UG 一 1k 一 D 十 Ui+lk 一 D) 一 UGik 一 2); 
%% 计算 U 的 第 i 行 ,公式 (8. 35) 


end 
end 
U=U’'; 
例 8.4 应 用 程序 (8. 2) 求解 下 列 初 边 值 问题 : 
于 (0 一 xz 一 1,0 一 :一 0.5) 
L (0<zr<3/5) 
u(x,0)= 
1.50—z) (3/5<z<l) 
u(x10) =0 <z<1) 
zu(0D =udO=0 (0<t<o0.5) 


取 h=0.1,r 二 0.05。 


解 ”编制 并 存储 函数 文件 dun 一 wx(z,0),vfun=0,lon=0,dun=0 后 ,在 MATLAB 命 令 


窗口 输入 : 


>> U=DiHyper( dun’, ‘van’, ‘fun’, ‘fun’, 2, 1, 0.5, 10, 10) 


输出 结果 (部 分 ) 见 表 8. 4。 


% 调用 程序 (8. 2) 计算 


表 

zx! zi 一 0.7 zy = 0.9 
和 一 0.1 0.1000 0.3000 0.375 。 | 0.325 0 0.1500 
和 一 0.2 0.1000 0.175 0 0.125 0 0.075 0 0.025 0 
4 =0.3 —0.0250 一 0.0750 一 0.125 0 一 0.175 0 一 0.1000 

一 0.1500 一 0.3250 一 0.3750 一 0.3000 

一 0.1500 .450 0 一 0.500 0 

8.5 解 桶 圆 型 方程 的 差分 法 


常见 的 椭圆 型 方程 包括 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方程 、 泊 松 (Possion) 方程 和 玄 姆 堆 效 
(Helmholtz) 方程 。 二 维 空间 的 拉 普 拉 斯 方程 、. 泊 松 方程 和 雍 姆 霍 兹 方程 分 别 是 


Ep To =0 (8.47) 
Ee (8.48) 
+ fu gy (8.49) 


通常 情况 下 ,函数 x(z,y) 或 其 法 向 导数 在 矩形 区 域 9 = {(z,y) |0 之 + 过 a0 之 y 志 外边 
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界 上 的 值 是 已 知 的 ,用 差分 方法 就 可 以 计算 出 方程 的 数值 解 。 
先 建立 求解 拉 普 拉 斯 方程 式 (8. 47) 的 差分 法 。 对 定 解 区 域 进行 网 格 剖 分 。 取 正 整数 了 和 
开 , 设 工 方向 和 >y 方向 的 步 长 均 是 h 二 a/1 二 5b/K。 用 两 组 直线 
X=Xi== 座 WC(i=0,1,2.%,D; y=%=Mh (k=0,1,2,.…,K) (8. 50) 
将 区 域 Q 划分 为 正方 形 网 格 , 网 格 节点 坐标 为 (zx; ,ys) 。 
对 偏 微 分 方程 式 (8.47) 离散 化 。 微 分 方程 对 区 域内 的 每 一 点 都 成 立 , 在 内 部 网 格 节 点 
(zioy4) 处 ,微分 方程 就 是 
Ou Ou 
Br’|,, 9y’ 
用 二 阶 中 心 差 商 代替 二 阶 偏 导数 ,得 到 差分 公式 
2 十 2 十 ur 十 2 一 4 一 0 (一 1,2,…, 一 1; 王 1,2, 开 一 1) 


一 0 (8.51) 


ok 


(8. 52) 
其 中 ,ws 二 ul 认 , 刀 ) 。 差 分 公式 (8. 52) 的 精度 为 obh*) 。 利 用 k+l 
52), 可 以 由 节点 Gi 十 1,k) ,Gi 一 1,k),(i,k 十 1) 和 Ci 
一 1) 处 的 函数 值 计算 出 节点 (i,k) 处 的 函数 值 , 相 关节 点 的 关系 E 
如 图 8.4 所 示 。 
若 边 界 条 件 是 已 知 函 数 u(z,y) 在 区 域 Q 边界 上 的 值 , 即 函 Sy 
数 w(0,y) 与 uayy) ,ukz,0) 与 wz,b) 已 知 , 则 边界 网 格 节点 
( 共 2CT+K) 个 ) 处 的 函数 值 已 知 , 即 由 
Wo 二 4(0, 妇 ) (一 1,2,…, 开 一 1) (左边 界 ) (8.53) 
Ww 二 ulay 氛 ) (二 1,2,…,K 一 1) (右边 界 ) (8. 54) 
We =u(ih,0) (i=0,1,%,D (下 边界 ) (8. 55) 
Wik =u(h hb) 一 0,1, 站 (上 边界 ) (8. 56) 


车 边界 条 件 是 已 知 函 数 u(r ,y) 在 区 域 Q 边界 上 的 法 向 导数 值 , 即 诺 埃 昌 (Neumann) 边 
界 条 件 。 比 如 法 向 导数 等 于 零 , 即 
EE 
On | oun 
以 区 域 的 右边 界 (z 二 x) 二 a) 为 例 进行 分 析 。 右 边界 条 件 是 
于 GyD=0 =,2, KD 


在 边界 节点 (zi,y,) 处 应 用 差分 方程 式 (8. 52) 和 中 心 微分 公式 ,有 


Ups tt Wrst win tT uri — due =0 


=0 (8.57) 


经 Mt 一 Me 
和 Ce 大 
从 以 上 两 式 可 得 
2uxp 十 we 十 Wi 一 4uw4 二 0 《右边 界 ) (8.58) 


它 把 wi 与 相 邻 节点 的 函数 值 wi.4 ,witsl 和 ws! 联系 了 起 来 。 同 样 可 以 得 出 其 他 三 段 边界 
上 的 类 似 公式 
2xi 十 ze 十 wot 一 4uo.4 一 0 (左边 界 ) (8.59) 
2ui 十 kate 十 wire 一 4uio 一 0 《下 边界 ) (8. 60) 
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2uwix- 十 Wink 十 Wk 一 4uik 二 0 《上 边界 ) 
边界 节点 处 函数 值 的 联系 如 图 8. 5 所 示 - 


0 =l 和 /一 1 =/ 
(a) (b) 
i | 
ik 
La 
t=K—1 
人 -0 
HH 
(9) (9) 
图 8.5 


(a) 左边 界 ，《〈b) 右边 界 ; 《c) 下 边界 ; 〈d) 上 边界 


(8.61) 


区 域 2 的 内 部 网 格 节点 共 (T 一 1) (K 一 1) 个 ， ph 由 和 人 内 部 网 格 节 


点 处 的 函数 值 满足 差分 公式 (8. 52) ,边界 网 格 结 点 处 的 函 
数值 满足 式 (8. 53) 一 式 (8. 56) 或 式 (8. 58) 一 式 (8. 61)。 
利用 这 些 关系 ,可 以 建立 以 内 部 网 络 节点 处 的 函数 值 为 未 
知 量 的 线性 方程 组 , 从 中 解 出 内 部 网 络 节点 处 的 函数 值 ， 
就 得 到 了 定 解 问题 的 数值 解 。 

考察 一 个 有 5X5 个 网 格 节点 的 方形 区 域 ,如 图 8. 6 所 
示 。 网 格 节点 的 编号 标 在 图 中 , 设 函 数 在 边界 网 格 节点 处 
的 值 均 为 已 知 。 内 部 节点 共有 9 个 ,对 这 9 个 节点 应 用 差 


(8. 62) 


分 公式 建立 线性 方程 组 。 其 中 节点 22 不 与 边界 节点 相 邻 ， ie 
此 处 的 方程 为 齐 次 方程 ,其 余 8 个 节点 都 与 边界 节点 相 邻 ,关于 它们 的 方程 均 为 非 齐 次 方程 。 
所 建立 的 线性 方程 组 是 
一 1 0 成 0 0 0 0 0 Wi ui 
1 4 1 0 1 0 0 0 0 Wal U2,0 
0 1 = 0 1 0 0 0 Wal 一 
1 0 0 一 4 1 0 1 0 0 Ui,2 Uo,2 
0 1 0 1 | 1 0 1 0 az,z | 一 0 
0 0 1 0 1 一 4 0 0 1 Wan —tha 
0 0 0 1 0 等 复 1 0 Ul Uoa 一 
0 0 0 0 1 1 4 1 | |w., 一 zs 
0 0 0 0 0 1 0 1 一 外 | 


从 中 能 够 解 出 内 部 网 格 节点 处 的 函数 值 ws (i,& 二 1,2,3) 。 
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用 解 线性 方程 组 的 方法 求解 拉 普 拉 斯 方程 定 解 问题 的 缺点 是 占用 存储 空间 大 ,计算 时 间 
长 ,因为 每 一 个 内 部 网 格 节点 都 会 涉及 一 个 方程 。 如 果 用 和 迭代 的 方法 , 则 这 些 缺 点 就 可 以 克 
服 。 对 于 拉 普 拉 斯 方程 及 边界 条 件 式 (8. 53) ~ 式 (8. 56) 构成 的 定 解 问题 ,可 以 从 差分 公式 
(8. 52) 建立 类 代 公 式 
as 一 ws 十 re 人 一 1,2 ,1— 13k=1,2,.. ,KC—1) (8. 63) 
式 中 


Mtl Ws 二 + ui — hu (8. 64) 


内 部 网 格 节点 处 的 迭代 初 值 选 为 边界 网 格 节点 处 函数 值 的 平均 值 。 这 样 的 选 定 是 科学 的 ,也 
是 可 行 的 ,因为 数学 上 已 经 证 明 , 函 数 在 定 解 区 域 的 最 大 值 和 最 小 值 均 在 区 域 的 边界 上 。 用 式 
(8. 63) 对 所 有 内 部 网 格 节点 连续 进行 和 欠 代 计算 ,直到 右边 余 项 7, 的 绝对 值 满足 精度 要 求 , 即 
Iral<e. 
如 果 在 迭代 计算 过 程 中 ,随时 用 上 一 步 计算 出 来 的 新 值 替代 旧 值 ,甚至 每 次 计算 新 值 也 替 
换 成 新 值 与 昌 值 的 “组 合 ", 则 可 以 得 到 松弛 选 代 公 式 
Ce (8.65) 


其 中 ,0 过 wm 二 2。 当 w 二 1 时 称 为 * 低 松弛 ”, 当 w > 1 时 称 为 * 超 松弛 ”。w 的 优化 取 值 公式 是 


res 


OO (8. 66) 
2+V4— (cos(x/I)+ cos(x/K))* 
此 时 , 诺 埃 曼 边界 条 件 的 差分 公式 (8. 58) ~ 公式 (8. 61) 分 别 改写 为 
a 二 (右边 界 ) (8.67) 
to 一 ao 人 (左边 界 ) (8. 68) 
We 一 ui 十 (2 十 ee 二 wa 一 人 (下 边界 ) (8. 69) 
tn un to (tt hu) (上 边界 ) (8.70) 


采用 相同 的 方法 建立 的 计算 泊 松 方程 Bu/ar: 十 Bu/ay: =g(Cryy) 和 玄 姆 赴 效 方程 
Ou/ar’ 十 Bu/By’ 十 f(x,y)u 二 g(x，y) 数值 解 的 差分 迭代 公式 分 别 是 


Wi = (1—w) ute uns tT Win + ui — hgis) (8.71) 
4 


Min Went + ditt + tit 二 <。 (8.72) 


wt = ou to( Ee 
其 中 ,gi 二 8( 访 , 纲 ) ,fi 一/( 记 , 妇 )。 

程序 (8.3) ”用 松弛 迭代 法 解 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 MATLAB 程序 。 

程序 任务 :用 松弛 迭代 公式 (8. 65) 解 二 维 拉 普 拉 斯 方程 的 定 解 问题 。 

fnetion U = DilLapl( dn, fn, lan, fun, a, b, h ep, Nm) 

% 输入 :dhin 一 一 下 边界 条 件 函 数 x(z.0) 

% un 一 一 上 边界 条 件 函 数 u(x ,6) 

% Jon 一 一 左边 界 条 件 函数 u(0,y) 

一 :经 3 一 
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x 


run 一 一 有 边界 条 件 函 数 u(a,y) 

ab 一 一 定 解 区 域 [0,a] x [0,bj 的 上 界 
h 一 一 x 和 y 方 向 的 步 长 

ep 一 一 计算 精度 

Nm 一 一 迭代 次 数 上 限 

% 输出 :U 一 一 解 和 矩阵 


EE 


n=fix(a/h) 十 1; m 二 fix(b/h) 十 1; 。% x 和 y 方 向 的 网 格 点 数 ,网 格 点 总 数 为 n Xm 
ave = 04 
fori= lin 
ave = ave 十 eval(dfun，(i 一 1) * hb) 十 evalCufin，(i 一 1) * hb 
end 
brk=1: 
ave 一 ave +feval(lfun, (k—1)*h)+feval(fun, (k— 1)*h); 
end 
ave = ave/(2* (n+ m))s 中 边界 网 格 点 处 函数 值 的 平均 值 
U = avew ones(n, m) % 赋 选 代 初 值 
Ul, 11m) = feval(lfun, 0;h:(m— 1) *h)’; % 赋 左 边界 值 
Un, 1:m) = feval(dun, 0:hi(m 一 1D) *h)’; % 赋 右 边界 值 
UC:n, 1) = feval(din, 0:h:(n—1)#h)’; % 赋 下 边界 值 
Ul:n, m) = feval(ufun, 0:h:(n— 1)#*h)’, % 同上 边界 值 
w= 4/(2+ sqrt(4— (cos(pi/(n— 1))+ cos(pi/Cm— 1)))"2)); % 计算 松弛 因子 
err = 1 
no= 0; 


while ((err > ep) & (no < Nm)) 


err 一 
brj= 2:(m 一 1) 
fori 一 2:(n 一 1) 
re=(U(ij 二 1 十 U(Gij 一 D) 十 UGi 十 1,j) 十 UGi 一 1,j) 一 4* UG,)D)/4s 
U(ij) = U(ij) 十 w*re 
if (err <= abs(re)) 


err = abs(re); 
end 
end 
end 


no 一 no 十 1; 


end 
U = flipud(U'); %% 按 正常 坐标 方向 (y 坐标 方向 向 上 ) 输出 结果 数据 
%D = U'， 中 按 x 坐标 方向 向 右 ,y 坐标 方向 向 下 输出 数据 


例 8.5 ”应 用 程序 (8. 3) 求解 下 列 定 解 问题 : 
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u(rz,0)=0,u(7.b)=sin cos EE (0<r<al0<y<h) 


u(0,y) =0, ulasy) =sin BY 


其 中 ,a 二 3,6 二 2。 
解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 中 输入 ; 


>> un=inline('0','x'); % 定义 左边 界 条 件 函数 
>> fun=inline('sin(3 * pix x/2)','x’); %% 定义 右边 界 条 件 函数 
>> dun 一 inline('0'，x')， 多 定义 下 边界 条 件 函数 


> un 一 inline('sin(3* pix x/3). x cos(pix x/3)','x'); % 定义 上 边界 条 件 函 数 
>> U=DiLapl(dun, uun, lun, fun, 3, 2, 0.1, le— 4, 200); % 调用 程序 计算 
>> x=0:0.1:3; % 绘图 时 的 x 坐标 向 量 
>> y=0:0.1:2; % 绘图 时 的 y 坐标 向 量 
>> surf(x,y,U) % 绘制 曲面 图 

输出 结果 如 图 8.7 所 示 。 


8.6 ”物理 学 中 的 应 用 举例 


8.6.1 扩散 现象 研究 


介质 1 所 在 区 间 [0,a] 的 左 端 有 恒定 浓度 的 介质 2, 介 质 1 的 右 端 处 介质 2 的 浓度 保持 为 
0, 从 :一 0 时 刻 开 始 介质 2 从 左 端 向 介质 1 内 扩散 , 设 介 质 2 在 介质 1 内 的 扩散 系数 为 DD, 分 析 
在 介质 1 内 介质 2 浓度 随时 间 的 变化 。 


该 过 程 对 应 的 初 边 值 问题 是 
Ee 
二 =D25 @<z<“e>o| 
eCOD=0, cad=0 (>0) | 0 
cl(z,0) =0 (QO<zr<a) 
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式 中 ,c 是 介质 1 内 介质 2 的 浓度 ,cs 是 介质 1 左 端 处 介质 2 的 浓度 。 取 a=1,D=0.1,c 王 1， 
空间 步 长 h 二 0.05, 时 间 步 长 + 二 0.001, 应 用 程序 (8. 1) 进行 数值 计算 ,分 析 扩 散 过 程 。 
(1) >> fun=inline('0','x’); % 建立 初始 条 件 函数 
二 > U= Diparab(fun, 1, 0, 1, 1, 0.14, 20, 140); % 调用 程序 (8. 1) 计算 
(2) 绘制 不 同时 刻 介 质 1 内 介质 2 的 浓度 分 布 。 
>> x=0:0.05;1; % 建立 横 坐 标 向 量 
二 > plot(x,U(11,:)， 一 k) % 绘 制 n = 0.001X (1 一 1D) = 0.01 时 刻 的 浓度 分 布 曲线 
二 > plot(x,U(51,:),' 一 k') %% 绘 制 6, 二 0.001X(51 一 1) 二 0.05 时刻 的 浓度 分 布 曲线 
二 > meshz(U)% 绘制 浓度 分 布 三 维 示意 图 


结果 如 图 8. 8 所 示 。 
1 1 
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图 8.8 
t=0.01: (bt 一 0.05; (of 一 0.10， (Cd 一 0.14 
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从 图 8. 8 中 可 以 发 现 :在 开始 阶段 ,介质 1 内 的 介质 2 浓度 变化 较 大 ,说 明 介质 2 在 介质 1 
内 的 积累 较 快 ,因为 从 左 端 进入 介质 1 的 介质 2 几乎 全 部 留 在 介质 1 内 ;在 上 一 0.05 一 0. 10 之 
间 , 介 质 1 内 的 介质 2 浓度 变化 缓慢 ,说 明 介 质 2 在 介质 1 内 的 积累 较 慢 ,这 是 由 于 从 左 端 进 入 
介质 1 的 介质 2 大 部 分 从 右 端 流出 ;在 :> 0.14 后 ,介质 1 内 的 介质 2 浓度 基本 不 变 ,说 明 介质 
2 在 介质 1 内 的 积累 变化 不 明显 ,原因 是 从 左 端 进入 介质 1 的 介质 2 几乎 全 部 从 右 端 流出 , 因 
此 从 宏观 上 看 介质 2 在 介质 1 的 扩散 似乎 结束 。 


8.6.2 平行 板 电 容器 内 电势 的 计算 


如 图 8.9 所 示 , 一 平行 板 电 容器 的 两 个 极 板 沿 < 方 向 为 无 限 长 , 沿 z 方 向 的 宽度 为 10, 沿 y 
方向 的 间距 为 4, 上 面 的 板 为 电容 器 正极 板 , 其 电势 为 十 1, 下 面 的 板 为 电容 器 负极 板 , 其 电势 
为 一 1, 用 差分 方法 分 析 两 极 板 之 间 电 势 的 分 布 。 

两 极 板 之 间 的 空间 不 存在 电荷 ,电势 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 根 据 问题 的 特点 ,在 平行 于 zy 
坐标 面 的 各 平面 上 电势 分 布 相同 ,所 以 可 以 把 问题 简化 到 二 维 ,只 研究 zy 坐标 面 上 的 电势 分 
布 ,如 图 8. 10 所 示 。 由 于 前 面 介绍 的 差分 方法 只 能 计算 矩 形 区 域 的 问题 ,而 该 问题 的 区 域 不 
是 闭合 的 矩形 区 域 ,所 以 把 电容 器 极 板 间 的 空间 适当 扩大 ,拓展 为 如 图 8. 10 所 示 的 网 格 区 域 ， 
把 电容 器 两 极 板 之 间 划 分 为 10 XxX 4 个 网 格 ,左右 向 外 拓展 一 个 网 络 的 宽度 ,把 定 解 问题 的 区 域 
扩大 为 12 X 4 个 网 格 。 网 格 节点 沿 + 和 y 方向 的 编号 标 在 图 中 ,共有 13 X 5 个 网 格 节点 。 

六 


Niu 


图 8.9 


用 双重 迭代 法 处 理 该 定 解 问题 ,一 是 左右 边界 网 格 节点 上 的 电势 值 用 迭代 法 确定 ,二 是 内 
部 网 格 节点 上 的 电势 值 用 差分 法 迭代 计算 。 

边界 网 格 节 点 上 的 电势 值 分 两 类 用 不 同方 法 确定 : 

(1) 节点 (2,1),(3,1),…',(12,1) 处 的 电势 值 始终 等 于 一 1, 节 点 (2,5),(3,5)，…'(12,5) 
处 的 电势 值 始终 等 于 1, 节 点 (1,3),(13,3) 处 的 电势 值 始终 等 于 0。 

(2) 第 一 次 迭代 计算 内 部 节点 处 电势 值 时 ,左边 界 节点 (1,1) 处 的 电势 值 取 一 0.5, 节 点 
《1,2) 处 的 电势 值 取 一 0.25, 节 点 (1,4) 处 的 电势 值 取 0.25, 节 点 (1,5) 处 的 电势 值 取 0.5。 右 
边界 节点 处 的 电势 值 根据 对 称 性 确定 。 

(3) 以 后 各 次 计算 内 部 节点 处 电势 值 时 ,左边 界 节点 (1,1) 处 的 电势 值 取 上 次 计算 出 的 节 
点 (2,1) 和 (1,2) 处 电势 值 的 平均 值 , 节 点 (1,2) 处 的 电势 值 取 上 次 计算 出 的 节点 (1,1),(2,2) 
和 (1,3) 处 电势 值 的 平均 值 。 左 、 右 两 端 其 他 边界 节点 处 的 电势 值 可 根据 节点 (1,1) 和 (1,2) 
处 的 电势 值 结合 对 称 性 确定 。 

内 部 节点 处 电势 值 的 计算 应 用 程序 (8. 3) 进行 ,经 过 11 次 的 迭代 计算 ,在 保留 到 小 数 点 后 
四 位 的 情况 下 ,全 部 13 X 5 个 节点 处 的 电势 值 达到 稳定 ,不 再 变化 , 迁 代 计算 随即 结束 。11 次 
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选 代 计 算 过 程 中 ,边界 节点 (1,1) 和 (1,2) 处 电势 值 列 于 表 8. 5, 各 节点 处 电势 u. 的 最 终 计算 
结果 列 于 表 8. 6( 右 半边 节点 处 的 电势 值 根据 对 称 性 可 得 )。 电 势 分 布 的 曲面 图 与 等 势 线 图 分 
别 如 图 8. 11 和 图 8. 12 所 示 。 


表 8.5 
迭代 次 数 1 | 2 3 4 § 6 
Wis 一 0.5000 | 一 0.6250 | 一 0.6550 | 一 0.6791 | 一 0.6862 | 一 0.6908 
Ws 一 0.2500 | —0.3110 | —0.3581 | 一 0.3723 | 一 0.3816 | 一 0.3848 
选 代 次 数 7 8 9 10 11 
Ws 一 0.6924 | 一 0.6933 | 一 0.6937 | 一 0.6939 | 一 0.6940 
一 0.3866 | 一 0.3873 | 一 0.3877 | 一 0.3879 | 一 0.388 0 
表 8.6 
i 
1 2 3 4 5 6 这 
和 十 - 
5 0.694 0 1.0000 1.0000 1.000 0 1.0000 1.000 0 1.0000 
4 0.388 0 0.4700 0.492 0 0.497 8 0.499 4 0.499 8 0.499 9 
3 0.0000 0.0000 0.0000 下 0.000 0 0.0000 0.000 0 0.0000 
2 一 0.3880 | —0.4700 | 一 0.4920 | 一 0.4978 | —0.4994 | 一 0.4998 | —0.4999 
一 0.694 0 一 1.0000 一 1.0000 一 1.0000 一 1.0000 | 一 1.0000 一 1.0000 


1. 试 求 热传导 方程 定 解 问题 的 数值 解 : 
EN 


At Br 
u(0,t) =u(1,t)=0 
u(xz,0)=4zr— hr’ 


(0<zxz<1,0<1<0.2) 
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取 步 长 h 二 0.2,r 二 0.02。 
2. 两 端 固 定 的 均匀 弦 线 自由 振动 定 解 问题 是 
Siu _ oru 
Bt ar: 
u(0,1)=u(l,t)=0 
ur,0) 一 F(z) ， (x,0)=0 


式 中 
4 


sin(7xr), 了 3 re< 7 


f(z)= 
0， 工 << 子 或 zx 之 和 


用 差分 法 计算 定 解 问题 的 数值 解 ， 站 入 析 引线 上 被 信 揪 的 特点。 
2 用 差分 法 解 拉 普 拉 斯 方程 + 人 一 0, 计 算 三 个 内 部 节点 处 的 函数 值 ,网 格 划分 及 边 
界 条 件 如 图 8. 13 所 示 。 


Mu=0 
u=0 u=5 
图 8.13 
4. 二 维 温度 场 的 定 解 问题 是 
+ 


oh 0 u(50,y)=5 
u(r,0)=0, u(r,50)=0 
取 步 长 二 0.1, 用 差分 法 求解 区 域内 的 温度 分 布 。 
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蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 方 法 简称 为 MC 方法 ,也 称 为 统计 模拟 方法 或 随机 抽样 方法 , 它 
利用 随机 数 的 统计 特性 进行 模拟 和 计算 。 蒙 特 卡 岁 方 法 既 可 以 用 于 随机 过 程 统计 性 质 的 研 
究 , 也 可 以 用 于 数值 模拟 ,还 可 以 用 于 数值 计算 ,因此 它 广泛 应 用 于 粒子 输 运 过 程 、 粒 子 反应 与 
探测 过 程 .统计 物理 计算 .量子 力学 计算 .多重 积分 计算 、 解 线性 ( 非 线 性 ) 方 程 (组 ) 及 微分 方程 
的 边 值 问题 等 。 

蒙特 卡 罗 方 法 由 诺 伊 曼 (John von Neumann) ,乌拉 姆 (Stanislaw Ulam) 和 梅 特 罗 波 利 斯 
(Nicholas Metropolis) 于 20 世纪 40 年 代 首 先 提出 ,他们 三 位 是 第 二 次 世界 大 战 期 间 美国 “ 曼 
哈 顿 计划 ”的 成 员 , 诺 伊 曼 用 驰名 的 赌 城 摩纳哥 的 蒙特 卡 罗 来 命名 这 种 方法 。 其 实在 此 之 
前 ,蒙特 卡 罗 方 法 就 已 经 存在 。1777 年 法 国 数学 家 布 丰 (Georges Louis Leclere de Buffon) 提 
出 了 用 投 针 实验 计算 圆周 率 的 方法 ,这 被 认为 是 蒙特 卡 罗 方 法 的 起 源 。 

MC 方法 大 致 可 以 分 成 两 类 。 一 类 是 求解 的 问题 本 身 具有 随机 性 。 借 助 计算 机 的 运算 能 
力 , 可 以 直接 模拟 这 种 随机 过 程 。 另 一 类 是 求解 的 问题 可 以 转化 为 某 种 随机 分 布 的 特征 数 ( 比 
如 随机 事件 的 概率 或 者 随机 变量 的 期 望 值 )。 通 过 随机 抽样 方法 ,以 随机 事件 的 频率 估计 概 
率 , 或 者 以 抽样 的 数字 特征 估算 随机 变量 的 数字 特征 。 

使 用 MC 方法 应 该 注意 两 点 :四 要 生成 具有 特定 分 布 的 随机 数 ; 四 要 进行 误差 估计 。 由 
于 MC 方法 是 按 概率 分 布 进行 抽样 计算 的 ,结果 必然 存在 误差 。 在 没有 其 他 方法 可 用 或 其 他 
方法 很 难 采用 的 情况 下 ,MC 方法 的 计算 结果 也 是 有 价值 的 。 


9.1 随机 变量 、 概 率 密度 与 分 布 郧 数 


随机 变量 是 指 变量 的 值 无 法 事先 确定 ,但 是 变量 在 任意 区 间 取 值 的 概率 是 知道 的 。 连 续 
型 随机 变量 取 值 的 分 布 用 概率 密度 函数 和 分 布 函数 描述 。 
定义 (9.1) ”对 于 连续 型 随机 变量 =, 如 果 它 在 区 间 [a,5] 内 取 值 的 概率 为 
Pa 过 xz 去 久 =| co dz (9.1) 
则 称 函 数 f(x) 是 随机 变量 z 的 概率 密度 函数 。 
定义 (9.2) ”概率 密度 函数 为 /(x) 的 随机 变量 z 的 分 布 函数 定义 为 


es NAGES (9.2) 
概率 密度 函数 f(z) 和 分 布 函数 下 (z) 的 关系 是 
7JCD= 旦 G (9.3) 


由 于 了 (一 ce 二 工 志 )=1, 所 以 概率 密度 函数 /(zx) 必须 满足 归 一 化 条 件 
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三 reoar=1l (9.4) 
同时 ,随机 变量 x 的 值 在 区 间 [a,5] 内 的 概率 是 
Pla<z<= 1/ de =F) — F(a) C9.5) 
定义 (9.3) ”车 随机 变量 x 的 概率 密度 函数 是 
zp) 
7 一 7 | (9.6) 


其 中 , 是 任意 常数 ,go 是 大 于 零 的 常数 。 则 称 随机 变量 x 服从 参数 kz 的 正 态 分布 , 记 作 x 一 
Ne) 。 它 的 分 布 函数 为 


F(z) 一 


和 [ep[- 人 多 -| 上 (9.7) 
当 j==0,c=1 时 , 称 为 标准 正 态 分 布 , 记 为 N(0,1) 。 正 态 分 布 N(y,o?) 可 以 通过 线性 变换 转 
化 为 标准 正 态 分 布 ,如 若 X ~ Nve) , 令 Y=(X 一 p) /0o, 则 Y ~ N(0,1)。 
NN(0,1) 的 曲线 如 图 9. 1 所 示 。 对 于 标准 正 态 分 布 ,有 
F(—Y)=1—F(Y) 
P(|lY|<1)=2F()—1=0.682 6 


P(|Y| 和 2)=2F(2) 一 1 一 0.9544 
_ P(IY| 和 3)=2F(3) 一 1 一 0.997 4 
所 以 Y 的 取 值 几乎 全 部 集中 在 区 间 [一 3,3] ,这 称 为 3c 原则 ,也 称 为 三 倍 标准 差 原 则 。 
0.45 一 = 
ol 
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| 
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号 -9 
图 9.1 
定义 (9.4) ”随机 变量 zx 的 函数 g (zx) 的 数学 期 望 值 定义 为 它 的 平均 值 , 即 
Elg)=| scr)dFcmD=| gf dz (9.8) 
定义 (9.5) ”随机 变量 z 的 函数 8 (z) 的 方差 定义 为 
Dig}=El(g— Elg))*}=[ [一 Ete)]zdF(z) 一 | [e 一 Ete)]:7codz 
(9.9) 


方差 的 平方 根 称 为 标准 误差 ,也 称 为 均 方 根 误差 或 均 方差 。 式 (9. 9) 还 能 表示 为 
= 
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Dtg)=| x /fdr— (E{g})’=E{g’}— (E{g})’ (9. 10) 


式 中 ,Elg*) 一 | gf(z) dz, 是 耳 数 g(zx) 的 均 方 值 。 


服从 正 态 分 布 No*) 的 随机 变量 z 的 数学 期 望 .方差 和 均 方 差分 别 是 po 和 oa。 在 区 
间 [a,b] 内 满足 均匀 分 布 / (xz) 二 1/ (6 一 a) 的 随机 变量 z 的 数学 期 望 .方差 和 均 方差 分 别 是 
(b+a) /2, 一 a) 2/12 和 (一 a) /2V3 。 


9.2 随机 数 的 产生 


运用 MC 方法 计算 时 首先 要 产生 随机 数 ,基本 随机 数 和 具有 特殊 分 布 随机 数 的 产生 方法 
不 同 。 


9.2.1 基本 随机 数 的 产生 与 检验 


基本 随机 数 是 在 区 间 [0,1] 内 均匀 分 布 的 随机 数 , 它 以 相同 的 概率 在 区 间 [0,1] 内 任意 
取 值 ,具有 充分 的 随机 性 和 均匀 性 。 真 正 的 随机 数 除了 具有 统计 规律 外 无 任何 其 他 规律 可 循 ， 
因此 根本 无 法 给 出 有 限 个 随机 数 构成 的 序列 。 计 算 机 上 使 用 的 随机 数 是 按照 一 定 算法 产生 的 
似乎 随机 的 数 , 称 为 伪 随 机 数 。 伪 随机 数 有 一 定 的 规律 和 周期 性 ,但 只 要 周期 足够 长 ,那么 这 
种 随机 数 也 是 可 用 的 。 计 算 机 上 产生 伪 随 机 数 的 方法 很 多 ,通常 直接 产生 在 [0,1] 内 等 概率 
分 布 的 随机 数 ,例如 MATLAB 指令 的 rand 就 产生 [0,1] 内 的 一 维 或 多 维 均匀 分 布 的 随机 
数 。 等 概率 分 布 随 机 数 的 产生 方法 有 线性 同 余 法 ( 乘 加 同 余 法 ) ,组合 发 生 器 法 ,混沌 法 及 人 工 
方法 ,这 些 方法 可 以 单独 使 用 ,也 可 以 结合 使 用 。 这 里 只 介绍 线性 同 余 法 。 

线性 同 余 法 产生 伪 随 机 数 序列 ro ,rn ,…,r,,… 的 递 推 公式 是 

ZH 一 (rz 十 C) mod(M) 
zm (i=0,1,2,."") (9.11) 
f= 人 

其 中 ,z=Amod(M) 表示 z 等 于 A 除 以 M 的 余数 。M,X,C,z, 都 是 正 整 数 .M 是 模 ,是 乘 子 ， 
C 为 增 量 ,zx。 是 初始 值 或 种 子 。 显 然 上” E [0,1] 。 一 般 要 求 M 要 尽 可 能 大 。 车 C=0, 则 称 乘 
同 作法 

取 zo 二 41,M==222,4 二 5,C 二 0 产生 的 前 20 个 伪 随机 数列 于 表 9. 1 中 ,它们 的 平均 值 等 
于 0.510 8, 方 差 等 于 0. 060 7, 具 有 较 好 的 统计 性 质 。 

表 9.1 
1 2 3 4 5 6 尝 8 9 10 
0.923 4| 0.617 1 | 0.085 6 | 0.427 9 | 0. 139 6 | 0. 698 2|0.491 0|0.455 0|0.2748 
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

0.373 9|0.869 4|0.346 8 |0.734 2|0.671 2|0.355 9|0.779 3|0.896 4|0.482 0|0.409 9 


= |-.|s |. 
Ss 
[3 
~ 


产生 的 随机 数 应 该 具有 充分 长 的 周期 和 真正 随机 数 所 具有 的 统计 性 质 。 因 此 必须 对 随机 
数 进行 检验 ,检验 主要 包括 参数 检验 ( 亦 称 矩 检 验 ,检验 随机 数 分 布 参数 的 实际 值 与 理论 值 的 
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差异 是 否 显著 ) .均匀 性 检验 ( 亦 称 频率 检验 ,检验 基本 随机 数 在 区 间 [0,1] 内 分 布 是 否 均匀 )、 
随机 性 检验 ( 亦 称 连 检验 ,检验 随机 数 序 列 的 随机 性 是 否 良 好 ) 和 独立 性 检验 (检验 随机 数 之 
间 是 否 独 立 ) 几 个 方面 。 这 里 只 给 出 参数 检验 方法 。 

(1) 观测 值 : 取 随机 数 的 个 抽样 值 7， ,rz ，… ,7 ,它们 的 平均 值 均 方 值 和 方差 分 别 是 


tn) = 二 六 mn 4 =l1 D7, D,= 圭 守 (n 一 二) = 一 (r+ 十 (9.12) 
(2) 理论 值 : 若 随 机 数 ro ,ri ,… ,ri，… 是 均匀 分 布 在 区 间 [0,1] 内 的 , 则 其 平均 值 , 均 方 值 
和 方差 的 理论 值 分 别 是 


-1 2)=1 二 
(从 一 二 一 二 A (9. 13) 


(3) 概率 误差 :用 (x,) 表示 上 述 三 个 观测 值 (4r,》,《7;) 和 DD,) 中 的 一 个 , 它 是 随机 的 ,并 且 
与 抽样 值 的 个 数 n 有 关 。(z,) 与 理论 值 (x)CCr),《r),D 中 的 一 个 ) 的 差异 | (zx,) 一 (r+) | 只 能 
是 在 一 定 概率 保证 下 的 差异 。 若 以 不 低 于 (1 一 a) 的 概率 保证 (xz,) 与 (7) 的 相对 误差 小 于 
E* 即 


|(z.) 一 (zy)?| Ey 
P(e <)=1 a (9.14) 
其 中 ,a 称 为 可 信 度 , (1 一 a) 称 为 可 信和 水平 。 

定理 (9. 1) (大 数 定理 )” 设 随机 变量 x, ,zx;，,…,z,，… 相互 独立 且 具 有 相同 的 数学 期 望 与 


方差 , 即 E(x) =poD(z4) =0*(k 一 1,2,…) , 作 前 个 随机 变量 的 算术 平均 值 了 二 二 了 x,, 则 
在 
对 于 任意 的 e 二 0, 有 
timP{lz—pl<e)=linp | Da nl <)=1 (9.15) 


定理 (9.2) (中心 极限 定理 ) ” 设 随机 变量 zi ,zz,…，*z,,… 相互 独立 且 具 有 相同 的 数学 期 
望 与 方差 , 即 E{z4) = 一 psDIzi) 二 ( 尼 二 1,2,…)，,， 作 前 n 个 随机 变量 的 算术 平均 值 7 二 


1 > , 则 对 于 任意 的 实数 .有 


1« ] 

li ps A ta 
el 人 请 二 人 帮 exp( 一 号 ) d: (9.16) 

V 
根据 中 心 极限 定理 , 当 充分 大 时 ,有 

| ‘x.) — (zx)| w \_ [ire 
(i < Fi) ll 2) 9,27) 

式 中 ,o 是 标准 差 ,ao? =(z?) 一 ((z))*。 比 较 式 (9. 14) 和 式 (9. 17) ,可 知 

i Po A 
ee “= J.exp(-) (91) 
式 (9. 17) 说 明 

] xs 一 ‘ze (9.19) 


让 
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成 立 的 概率 是 (1 -w= ewe(-$)a. 当 + 二 1,2,3 时 ,分 别 有 (1 一 a) 二 0.682 6， 


0.954 4.0.997 4。 特 别称 a 二 0.5 时 的 误差 0. 674 5c/ Vn 为 概率 误差 。 

(4) 用 作 检 验 的 统计 量 : 在 进行 随机 数 检验 时 ,一 般 取 可 信 水 平 为 0.95( 即 可 信 度 a 二 
0.05) ,相应 的 r=1. 96。 将 检验 的 随机 数 7 ,r;,…,r, 计 算出 的 e 二 | (zx,) 一 《z) |/| (zx) | .观测 
值 的 n 和 理论 值 (z) 代入 式 (9. 18) 第 一 式 , 有 


r= la Le (9.20) 


若 得 到 的 r 近 1.96, 则 通过 参数 检验 。 对 于 前 面 的 三 个 观测 值 , 能 够 计算 出 nc(r) yc) ， 
o(D) 分 别 等 于 1/(2V3) .2/(3V5) 和 1/(6y5)。 


9.2.2 任意 分 布 随机 数 的 产生 


通过 随机 抽样 ,就 可 以 从 区 间 [0,1] 内 均匀 分 布 的 基本 随机 数 7o,r，，…，,r,，,… 产生 具有 不 
同 分 布 函数 的 随机 数 。 

1, 连 续 分 布 的 随机 抽样 

设 连续 随机 变量 的 分 布 函数 是 下 (zx) ,显然 F(z) 是 区 间 [0,1] 中 的 随机 数 。 若 ~ 是 区 间 
[0,1] 中 均匀 分 布 的 随机 数 , 令 


下 (z) 一 六 
得 到 
Zi 一 Fr) (9.21) 
则 z,Gi 二 0,1,…) 就 是 具有 概率 密度 函数 (x) 的 随机 数 。 这 里 F ”表示 下 的 反 函 数 。 
例 9.1 指数 分 布 的 随机 抽样 。 
解 ”指数 分 布 的 概率 密度 函数 为 
J(z) 王 Mexp( 一 ix) (0 过 zs 之 co) 


对 应 的 分 布 函数 为 
F(z)=1— exp(—Xr) 
令 
1—exp(—Xr)=r, 
得 


并 = 一 二 nd 一 ") 
由 于 (1 一 7) 与 x, 的 分 布 相同 ,上 式 又 能 改写 为 
并 = 一 二 mr 


2. 售 选 抽样 法 

定理 (9.3) 若 z 是 区 间 [a, 妇 上 均匀 分 布 的 随机 数 , 则 利用 条 件 f(z) /M 三 ~ 选 出 的 z 将 
是 区 间 [a,5] 上 概率 密度 函数 为 /(z) 的 随机 数 。 其 中 ,r 是 基本 随机 数 ,M 是 f(z) 的 最 大 值 。 

如 果 要 产生 在 [0,1] 内 按 概率 密度 函数 f(x) 分 布 的 随机 数 z, 先 画 一 个 矩形, 宽 为 1、 高 
为 M, 曲 线 f(x) 将 包含 在 这 个 矩形 内 ,如 图 9.2 所 示 。 在 矩形 内 产生 均匀 的 投 点 ,如 果 这 个 点 
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在 曲线 /(z) 下 边 , 则 保留 这 个 点 ,反之 就 舍 去 。 具 体 方 。 
法 是 ,产生 [0,1] 中 均匀 分 布 的 两 个 随机 数 。 和 ,由 它 MM 
们 构成 的 投 点 坐标 为 P(~ ,”) ,这 里 Ta 
r=s, r=Ms” (9. 22) RE 

如 果 必 一 f(r) , 则 点 P 在 曲线 f(x) 之 下 ,随机 变量 的 取 
值 为 z= ,否则 就 舍弃 它 ,重新 选 点 。 可 以 证 明 , 这 样 产 0 
生 的 随机 数 符合 要 求 。 四 9 

例 9.2 氢 原 子 1s 态 电 子 云 的 模拟 。 这 是 一 个 应 用 
合 选 抽样 法 的 例子 。 氢 原子 基态 的 电子 分 布 概率 密度 函数 是 D(r) = (4r*/a’) exp( 一 2r/a) ， 
a=5.29X10?nm,D 的 最 大 值 Dr 一 1.1,m 二 0.25nm 是 了 的 收敛 点 。 

解 ”模拟 就 是 用 点 在 空间 的 分 布 密度 表示 电子 在 空间 分 布 的 概率 密度 。 模 拟 的 方法 如 下 : 

(1) 产生 一 个 随机 的 电子 轨道 半径 7, 一 rmrand(1) ,计算 出 Dr 一 Dr) ; 

(2) 再 产生 一 个 随机 的 概率 判 据 7 二 Dr srand(1) ,如 果 r; > Dr , 则 舍弃 它 , 反 之 计算 一 
个 随机 角 9 三 2xrand(1) ,得 到 点 的 坐标 工 一 mcosg,y 一 msinb; 

(3) 在 点 (z,y) 处 画 点 ,返回 (1) 重复 这 个 过 程 。 

程序 (9.1) ”模拟 氧 原子 电子 云 的 MATLAB 程序 。 


N= 300000; a 一 0.5295 % 画 点 的 总 数 为 N 

rl = 5*rand(1,N); % 产生 随机 的 电子 轨道 半径 r 
Dr = 4. # rl,-2. /ar3. * exp( 一 2. * Tr]./a); % 计算 mn 处 的 电子 概率 密度 
M = max(Dr); % 找 出 Dr 的 最 大 值 

r2 = Ma* rand(1,N); % 产生 随机 的 概率 判 据 = 

r= rl(ind(r2 < Dr); % 满足 条 件 (rs 一 Dr) 的 n 

n = length(r); % 满足 条 件 (r: 二 Dr) 的 mn 的 数目 
Q= 2*pixrand(l, n); 六 产生 随机 角 9 

[x,y] = pol2cart(Q, Di; % 计算 点 的 坐标 (zy) 
plot(x,y,’k. ’,’ markersize’ ,1); % 画 点 

axis equal % 图 形 的 纵横 坐标 等 比例 
fgure % 以 下 绘制 


r 0:0.01:5; 
Dr = 4. #1.°2, /a3, * exp(—2. » r. /a)s 
plot(r, Dr,'k—') 


程序 运行 结果 如 图 9. 3(D(r) -r 曲线 ) 和 图 9. 4( 电 子 云 模拟 结果 ) 所 示 。 
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9.3 蒙特 卡 罗 方 法 在 数值 分 析 中 的 应 用 


用 MC 方法 求解 问题 的 过 程 主要 有 两 步 :建立 一 个 随机 变量 模型 ,使 问题 的 解 是 随机 变 
量 的 概率 或 随机 变量 的 期 望 值 等 ;@ 用 计算 机 进行 模拟 实验 ,也 就 是 对 模型 进行 随机 抽样 , 产 
生 随 机 变量 ,计算 随机 变量 的 概率 或 期 望 值 并 作为 问题 的 近似 解 。 
9.3.1 ”计算 定 积分 的 投 点 法 

设 丽 数 /(z) 在 区 间 [a, 刀 内 为 正 , 则 计算 定 积 
分 I = /fr dz 就 是 计算 曲线 (zx) 下 的 面积 ,如 图 
9.5 所 示 。 为 了 计算 积分 ,在 zy 平面 上 作 一 个 包围 曲 
线 /(x) 的 矩形 ,矩形 的 四 个 边 分 别 是 直线 z 一 a,z 一 
by= 0,y = fs， 这 里 fu 是 函数 /(z) 在 区 间 
[e, 刀 内 的 最 大 值 。 然 后 ,随机 地 向 矩形 内 投掷 N 个 
点 ,车 落 在 曲线 fz) 以 下 区 域 的 点 数 为 M, 则 当 N 
足够 大 时 ,就 有 


G 二 曲线 下 区 域 的 面积 、 落 在 曲线 下 区 域 的 点 数 _ M 
一 四 和 矩形 的 面积 投掷 到 矩形 内 的 点 数 ”NN 
即 
G~ ro 一 站 (9. 23) 
具体 计算 步骤 如 下 : 


(GD 产生 两 组 在 区 间 [0.1] 内 均匀 分 布 的 随机 数 msra esrise 和 rasrae spa 

(2) 随机 地 向 矩形 内 投 据点 , 投 据点 的 坐标 是 户 (rvy) ,其 中 

(3) 车 点 p,(z,,y,) 在 曲线 / (zx) 下边, 则 将 该 点 计 入 M, 和 否则 不 计 和 人 M; 

(4) 当 向 乱 形 内 投 所 的 点 数 N 足够 大 时 ,就 可 以 用 式 (9. 23) 计算 积分 的 值 。 

同 理 , 计 算 二 重 积分 就 是 计算 空间 体积 o。 这 时 要 构造 一 个 更 大 的 体积 为 V 的 空间 区 域 ， 
它 包围 所 计算 的 体积 w, 而 且 易于 计算 。 向 区 域 V 上 均匀 投 据 N 个 点 , 数 出 落 在 体积 内 的 点 
的 数目 M, 当 N 充分 大 时 ,有 

vxV 壮 (9.24) 


计算 三 重 积分 就 是 计算 “四 维 ” 空间 区 域 的 体积 v 。 这 时 要 构造 一 个 更 大 的 体积 为 V' 的 空间 
区 域 ,区 域 V' 包围 区 域 w” ,而 且 便于 计算 。 向 区 域 内 均匀 投掷 N 个 点 , 数 出 落 在 区 域 v 内 
的 点 的 数目 M, 当 N 充分 大 时 ,有 

vx~V' 壮 (9. 25) 


例 9.3 计算 单位 圆 的 面积 。 
解 ”如 图 9.6 所 示 , 随 机 投掷 点 的 坐标 (z,,y:) 满足 zx? 十 yi 之 1 时 ,点 落 在 圆 内 。 由 于 对 
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称 性 ,只 计算 第 一 象限 的 面积 即 可 ,并 且 谱 六, 故 单位 加 的 面积 为 


S=4M/N. 

程序 (9.2) ”用 投 点 法 计算 单位 圆 面 积 ( 亦 即 x 值 ) 的 
MATLAB 程序 。 

a=0:b=1; % 积分 区 间 [a, bj] 的 下 限 和 上 限 

fm= 1; % 被 积 函数 在 区 间 [a,b] 中 的 最 大 值 

N= 10°5; % 向 矩形 内 投 挪 点 的 总 数 


rl = rand(1,N); r2= rand(1,N); % 生成 两 组 在 [0, 1] 内 均匀 分 布 的 随机 数 
x 二 a 十 (b 一 a), *rl; y=fm.*r2; 5 计算 投掷 点 的 坐标 


M=0; % 初始 化 参数 M 
bri=1:N 

让 xD-2 十 yY(D2 一 = 1 

M= M+l; % 若 投掷 点 落 在 圆 内 , 则 M 值 增加 1 

end 
end 
S=4*M/N % 计算 单位 加 的 面积 
入 取 不 同 值 的 计算 结果 列 人 表 9.2 中 。 

表 9.2 

投掷 点 总 数 N 104 105 10° 107 
第 1 次 计算 结果 3.1040 3.145 3 | 3.140 1 3.141 1 
第 2 次 计算 结果 3.150 0 3.144 8 | 3.1415 3.141 4 
第 3 次 计算 结果 3.158 0 | 3.142 | 3.143 9 3.1416 


注 :r = 3.141 592 653 589 79。 


9.3.2 ”计算 定 积分 的 平均 值 法 
1 1 
数值 求 积 公式 为 | f(z) dz ~ 了 A Cr ) ,对 于 矩形 积分 公式 ,4A, 一 1/N, 即 | Cz) dz 必 


补 7cz) /N ,说 明丽 数 7Kz) 在 区 间 [0,1] 上 的 积分 就 等 于 丽 数 在 区 间 内 N 个 点 处 的 平 


均值 。 
同 理 , 如 果 在 区 间 [a,b] 内 等 概率 地 取 N 个 点 z, (i 二 1,2,…,N) , 则 有 


Bi 
a= Df) (9. 26) 
。 大 


这 相当 于 把 x 看 作 在 区 间 [a,5] 内 均匀 分 布 的 随机 数 ,计算 函数 f(x) 的 数学 期 望 。 这 就 是 
MC 方法 的 积分 公式 , 它 包 括 两 步 ,一 是 以 一 定 概率 随机 选取 样 点 ,二 是 计算 平均 值 , 把 平均 值 
作为 积分 值 的 近似 值 。 积 分 公式 (9. 26) 的 误差 是 


区 
和 | 二 >， 


:一 售 A] (9.27) 


i 


= 一 
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其 中 ,/, 二 f(z,) 。 同 样 ,二 重 积分 和 三 重 积分 的 MC 方法 分 别 是 


0 
B = 六 Df a (9. 28) 
Nt 


= Ds) (9. 29) 
起 中 ,S 是 zy 平面 上 积分 域 的 面积 ,(z,,3,) 是 积分 域 上 均匀 分 布 的 点 的 坐标 ;V 是 zyz 空间 内 
积分 域 的 体积 , (zi ,yi ,= ) 是 积分 域 中 均匀 分 布 的 点 的 坐标 。 
例 9.4 计算 积分 1 二 | VI 一 dz。( 积 分 的 理论 值 是 x/4)。 
解 “有 关 参 数 和 函数 分 别 是 一 0.6 一 1,FCzD 一 VI 一 二 
程序 (9.3) ”用 平均 值 法 计算 计算 积分 1 二 | /(z) dr 的 MATLAB 程序 。 


a=0:b=1; % 积分 区 间 [a, bj 的 下 限 和 上 限 

N= 10°5; % 在 区 间 [a, bj 内 随机 取 点 的 数目 

r= rand(l,N); % 生成 在 [0,1] 内 均匀 分 布 的 随机 数 

x 二 a 十 (b 一 a).* rs % 计算 区 间 [a, b] 内 均匀 分 布 的 随机 点 坐标 向 量 
y 三 sqrt(1 一 Xx."2); 计算 随机 点 处 函数 /Cx) 的 值 向 量 

1= mean(y) % 计算 函数 值 的 平均 值 ,并 将 其 作为 积分 值 


和 取 不 同 值 时 的 计算 结果 列 人 表 9.3 中。 


表 9.3 
投 据 点 总 数 N 10， 10 | 10° 107 
第 1 次 计算 结果 0.785 344 3 0.784 563 1 | 0.785 249 1 0.785 406 9 
第 2 次 计算 结果 0.782 516 9 0.784 704 1 | 0.785 627 4 0.785 380 4 
第 3 次 计算 结果 0.786 234 6 0.784 939 1 0.785 504 0 0.785 436 3 


注 :r/4 = 0.785 398 163 397 45。 


9.3.3 求 一 元 方程 的 实 根 


利用 逐步 通 近 方法 计算 方程 f(z)=0 根 的 近似 值 x, ,并 且 使 | f(z。) | 二 ee 是 事先 给 定 
的 。 设 方程 fCz) 王 0 的 根 在 区 间 [a,b5] 内 ,计算 根 近 似 值 的 步骤 如 下 : 

(1) 在 区 间 [a,5] 内 随机 地 选择 NN 个 均匀 分 布 的 点 z,Gi 一 1,2,…,N) ,计算 函数 f(x) 在 
zi 的 值 f(z) (i=1,2,…,N); 

(2) 车 在 zi 一 1,2,…,N) 中 存在 一 点 z。, 满 足 |/(z。) | 二 。, 则 方程 根 的 近似 值 就 是 
zm ,计算 结束 ,否则 进入 (3); 

(3) 从 Fr Gi 二 1,2,…,N) 中 选 出 Ja)。 Fr) 二 0 且 | .Fri) | 最 小 的 点 xz。 及 f(b)， 
f(zi) 二 0 且 |f(r) | 最 小 的 点 zs, 若 | f(x.) | 二 e 或 | f(zxs) | 二 e, 则 方程 根 的 近似 值 为 x。 或 
ZZ， 否则 令 a 二 zx。,b 二 zs, 从 第 (1) 步 重新 计算 。 

例 9.5 求 方程 /(x) 二 exp( 一 x') 一 tanzr 十 800 一 0(0 过 x 过 x/2) 的 根 。 

解 ” 在 MATLAB 命令 窗口 定义 函数 : 
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>> fun = inline('exp(— x-3) — tan(x) + 800', ‘x'); %% 定义 函数 f(z) 


程序 (9.4) ”用 逐步 逼近 方法 求解 方程 根 的 MATLAB 程序 。 


a=0;b= pi/2; % 根 所 在 区 间 的 下 限 和 上 限 

ep = le 一 6; %e 一 10 

N = 100; % 在 区 间 [a,b] 内 布置 随机 点 的 数目 为 100 

& = feval(fun,a)’; fb = feval(fun, b); 站 计算 函数 f(x) 在 a,b 处 的 值 


放血 * 和 b > 0 error( 区 间 [a,b] 内 不 存在 方程 的 根 '); end 
while abs(&) >= ep & abs(th) >= ep 


x 一 a 十 (b 一 a) * rand(l,N); 洲 区 间 [a,b] 内 随机 点 的 坐标 向 最 
bri= 1:N 
fi = feval(fun, x(i)); % 计算 函数 f(x) 在 x(i) 处 的 值 
if abs(f) < ep 
x0 = x(); {0 = fi; end % 当 abs(f) 一 ep 时 ,直接 给 出 根 的 值 和 函数 值 
if@*fi > 0 & abs(f) < abs(a) 
a= x();B =f; % 函数 值 与 /(a) 同 号 且 绝 对 值 最 小 的 点 的 坐标 a 
elseif tb *fi > 0 & abs(f) 一 abs(tb) 
b= xD);fb= 6f; % 函数 值 与 /C6) 同 号 且 绝 对 值 最 小 的 点 的 坐标 b 
end 
end 
end 
if abs(&) < ep 
x0=a:{0 = 
else 
x0= b; {0=fb; 
end 
>>> x0=1.56954636014902 
>> {0=1.211268454426318e 一 007 


即 方程 根 的 近似 值 为 1. 569 546 360 149 02, 此 处 的 函数 值 等 于 1. 211 x 10 ,满足 计算 要 求 。 


9.4 蒙特 卡 罗 方 法 在 数值 模拟 中 的 应 用 


9.4.1 气体 自由 膨胀 过 程 的 模拟 


气体 的 自由 膨胀 是 展示 不 可 逆 过 程 方向 性 的 典型 例子 。 如 图 9. 7 所 示 ,一 个 密闭 的 盒子 
被 隔 成 二 和 尺 两 个 体积 相等 的 部 分 。 开 始 时 ,部 分 充满 气体 ,而 尺 部 分 为 真空 。 打 开 两 部 分 
之 间 的 隔 板 后 ,气体 进行 自由 膨胀 ,最 终 气体 均匀 地 充满 整个 盒子 。 气体 的 自由 膨胀 过 程 是 一 
个 自发 过 程 , 相 反 的 过 程 从 来 不 会 自动 发 生 , 因 此 自由 联 胀 过 程 是 一 个 不 可 逆 过 程 。 热 力学 第 
二 定律 揭示 了 孤立 系统 不 可 逆 过 程 的 方向 性 。 
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现在 对 气体 的 自由 膨胀 过 程 进 行 分 析 和 模拟 。 设 共有 NN 个 分 子 , 开 始 时 所 有 分 子 都 在 盒 
子 的 了 部分。 第 一 次 ,随机 地 选择 一 个 分 子 , 令 其 从 二 部 分 进 和 人 尺 部 分 ;之 后 每 次 ,随机 地 选择 
一 个 分 子 , 令 其 从 所 在 的 部 分 进入 另 一 部 分 ;如 此 不 断 进行 。 

首先 对 这 一 过 程 进 行 解析 分 析 。 令 n 为 第 zx 次 随机 选择 并 移动 分 子 后 R 部 分 中 的 分 子 
数 , 则 在 下 次 选择 时 ,选中 尺 部 分 中 分 子 并 移动 到 部 分 的 概率 为 


Px= 
而 选中 L 部 分 中 分 子 并 移动 到 R 部 分 的 概率 为 


二 一 攻 
P,=1 N 


则 每 选择 并 移动 一 个 分 于 时,R 部 分 中 的 分 子 数 的 增 量 是 


Am =Pi 一 Pr 一 1 一 知 


因此 如 果 连 续 有 Az 个 分 子 发 生 移动 ,那么 R 部 分 中 的 分 子 数 的 增 量 是 


把 ”和 xz 看 成 连续 变量 ,有 
血 =1 一 经 (9. 30) 
结合 初始 条 件 n(z 二 0) 一 0, 解 微分 方程 式 (9. 30) ,得 R 部 分 中 的 分 子 数 为 


“= 立 [ 一 ep(- 千 ) ] C9.31) 
L 虐 部 分 中 的 分 子 数 为 


二 对 2z 
N—n=¥[1+exp( 下 ] (9. 32) 


显然 , 当 z 一 吕 时 ,R 部 分 和 部 分 中 的 分 子 数 均 趋 于 N/2, 即 气体 达到 平衡 状态 。 

然后 对 这 一 过 程 进行 模拟 。 方 法 如 下 : 

(1) 用 数组 B 的 元 素 表示 每 一 个 分 子 及 其 所 在 位 置 。 元 素 的 序号 为 分 子 的 编号 ,元 素 的 
值 代表 分 子 在 盒子 中 的 位 置 (元 素 值 等 于 1 时 ,表示 该 分 子 在 盒子 的 上 部 分 ;元 素 值 等 于 一 1 
时 ,表示 该 分 子 在 盒子 的 R 部 分 ) 。 

(2) 每 次 随机 地 选择 一 个 分 子 , 令 其 从 所 在 的 部 分 进入 另 一 部 分 ,就 相当 于 使 代表 该 分 子 
位 置 的 元 素 值 改变 符号 。 

(3) 经 过 若干 次 随机 选择 数组 B 的 元 素 并 改变 其 值 的 符号 后 ,统计 值 等 于 1 的 元 素 的 数 
目 , 就 等 于 盒子 工 部 分 中 的 分 子 数目 。 
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程序 (9. 5) ”模拟 气体 自由 及 胀 的 MATLAB 程序 。 

N = 2000; % 总 分 子 数 

B = ones(1,N); % 开始 时 分 子 均 在 盒子 的 工 部 分 ,数组 B 所 有 元 素 都 等 于 1 
fri= 1:10000  %% 最 多 进行 10 000 次 随机 选择 和 移动 


k = ceil(rand(1) * N) % 随机 选择 第 k 个 分 子 
BCk) = 一 BCk)， 儿 第 k 个 分 子 所 在 部 分 发 生变 化 
cn = lengthGind(B = 一 1))， 56 计算 合子 L 部 分 中 的 分 子 数目 
ni = eny % 经 过 i 次 移动 后 盒子 L 部 分 中 的 分 子 数目 
end 
plot(n. /NEk. ')s; % 绘制 L 部 分 分 子 数 曲 线 
xlabel(*x’); ylabel(*(N— n)/N’): 
x= 1:10000; 


y= N*0,5* (1 十 exp( 一 2*x./N));% 用 解析 式 (9. 32) 计算 盒子 L 部 分 中 的 分 子 数目 
figure 

plot(x,y /Nk —)s 

xlabel( x”); ylabel(*(N—n)/N"')s 


程序 运行 结果 如 图 9. 8 和 图 9. 9 所 示 。 
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9.4.2 ”麦克 斯 韦 速率 分 布 规律 建立 过 程 的 模拟 


在 一 密闭 容器 内 有 N 个 相同 的 理想 气体 分 子 ,气体 系统 与 外 界 没有 能 量 交换 , 即 气体 系 
统 是 孤立 系统 。 无 论 气体 系统 的 初始 状态 如 何 , 只 要 经 过 足够 长 的 时 间 ,使 气体 分 子 之 间 充 分 
发 生 碰撞 ,气体 系统 将 最 终 达 到 平衡 状态 。 在 平衡 状态 下 ,气体 分 子 的 速率 分 布 函 数 是 


f(W=4n (2) ve 路 ) (9.33) 
其 中 ,m 是 分 子 质量 ,是 气体 温度 ,k=1. 38X 10 3]/K 是 玻 尔 兹 曼 常 量 ,气体 中 速率 在 v 一 ~ 


十 dv 范围 的 分 子 数 与 总 分 子 数 的 比率 为 
和 申 =7co)d (9.34) 
这 一 规律 称 为 麦克 斯 书 速度 分 布 定律 。 

这 里 应 用 蒙特 卡 罗 方 法 模拟 理想 气体 分 子 速率 分 布 的 建立 过 程 。 首 先 分 析 两 个 气体 分 子 
弹性 碰撞 后 速率 的 变化 。 设 两 个 分 子 碰撞 前 的 速度 分 别 是 v, 和 wm ,它们 与 x 轴 的 夹 角 分 别 是 
ai 和 as，, 两 个 分 子 组 成 的 质点 系 质心 的 运动 速度 是 v= (w 十 w) /2, 如 图 9.10 所 示 。 在 质心 坐 
标 系 中 ,两 个 分 子 的 运动 速度 分 别 是 


$m 吕 一 网 一 ?一 吉 (% 一 押 ) 一 一 雪 


Wi = 一 ?一 


根据 动量 守恒 定律 和 能 量 守恒 定律 ,在 质心 坐标 系 中 ,碰撞 只 能 使 分 子 速度 w 和 w 的 方 
向 变化 ,大 小 保持 不 变 。 用 带 撤 的 符号 表示 碰撞 后 的 物理 量 。 若 w' 与 w 的 夹 角 为 7, 则 


Wi=Tw Wi=—Ws nl | 
一 siny cosy 
可 以 推算 出 碰撞 后 两 个 分 子 的 速率 分 别 由 以 下 两 式 给 出 : 
co 一 二 十 三 ) 十 层 Cf = eosy + msinasiny | C9. 35) 
ee A a 
(oz) 一 过 ee [Ee 2 3) cosy + uessinasiny | (9.36) 


式 中 ,a 二 a 一 cz。 
对 气体 分 子 麦克 斯 韦 速 率 分 布 规律 建立 过 程 的 模拟 方法 如 下 : 
(1) 在 全 部 N 个 分 子 中 随机 选择 两 个 分 子 ; 
(2) 在 [0,2r] 内 随机 选 定 碰撞 前 两 个 分 子 速 度 之 间 的 夹 角 a; 
— ME 
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(3) 在 [0,2x] 内 随机 选 定 w 
(4) 计算 碰撞 后 两 个 分 子 的 速 
(5) 多 次 重复 过 程 (1) 一 (4); 
(6) 使 分 子 之 间 经 过 充分 碰撞 后 ,计算 各 速率 间隔 内 的 分 子 数 与 
率 可 以 作为 分 子 速率 在 该 间隔 内 的 概率 的 近似 值 
程序 (9.6) ”模拟 气体 速率 分 布 的 MATLAB 程序 。 
3 总 分 子 数 
% 初始 时 刻 气体 分 子 速率 在 0 ~ 1 000 之 间 线性 变化 


上 


w 的 夹 角 为 7; 


1! 和 v2; 


总 分 子 数 的 比率 ,这 个 比 


N = 2000; 


v= linspace(0, 1000, N 
lor i = 1:4000 % 分 子 之 间 的 碰撞 总 次 数 为 40 000 
k = ceil(N* rand(1,2)); % 任意 选择 两 个 分 子 ,k 为 选 定 分 子 的 编号 向 量 


vla 二 v(k(1)); v2a 二 v(k(2)); ”% 碰撞 前 两 个 分 子 的 速率 


一 2x piw rand(1) % 在 [0,2x] 内 随机 选 定 角 a 
r= 2#pi#rand(1); % 在 [0,2r] 内 随机 选 定 角 y 
vlb = 0.5*vlar2 十 0.5* v2a-2 十 0.5* cos(r) x vlar2 一 …… 


0.5# cos(r) wx * sin(r) » sin( 


碰撞 后 第 一 个 分 子 速率 的 平方 


v2b 一 0.5wvlar2 十 


0.5 x cos(r) * v2a2 — vlaw v2as sin(r) x sin(a); 碰 擅 后 第 二 个 分 子 速率 的 平方 


* cos(r) w vla 


vk(1)) = sqrt(vlb); v(k(2)) = sqrt(v2b); % 更 新 两 个 分 子 的 速率 
end 

hist(v, 30); 画 直 方 图 

hold on 

m = 32e— 3/6. 022e23; % 分 子 质量 

T= 350sk 一 1.38le 一 23;  % 温度 和 玻 尔 兹 晶 常量 


f= 4. #pi. # Cm. 1(2.# pi # k. # T)). (3/2). sw -2.w exp(— m. # v.*2 


(2. # kx T)), * 950004 
% 理论 值 


nk) 


plot(v, 


程序 运行 结果 如 图 9. 11 所 示 
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9.5 迭代 函数 系统 


和 迭代 函数 系统 (IFS) 是 由 巴 恩 斯 利 (Michael Barnsley) 和 斯 隆 (Alan Sloan) 于 1987 年 发 


法 相 结合 的 方法 。“ 确 定性 ”是 指 迭 代 规则 是 确定 的 , 它 由 一 组 变换 规则 构成 ;随机 性 ”是 指 


和 迭代 过 程 是 不 确定 的 ,每 次 迭代 选用 哪 一 条 变换 规则 是 随机 的 。 
9.5.1 塞 平 斯 基 三 角形 


塞 平 斯 基 三 角形 是 一 个 规则 分 形 图 形 , 它 是 由 波兰 数学 家 塞 平 斯 基 (Waclaw Sierpinski) 
于 1916 年 提出 的 。 制 作 塞 平 斯 基 三 角形 的 方法 是 :Q@ 取 一 等 边 三 角形 ,连接 各 边 中 点 ,将 三 角 
形 分 成 四 个 小 三 角形 ,然后 挖 去 中 间 一 个 小 三 角形 ;@ 将 剩 下 的 三 个 小 三 角形 按照 上 面 方法 
同样 进行 分 割 , 并 舍弃 位 于 中 间 的 那个 三 角形 ;@ 不 断 重复 分 割 与 舍弃 ,就 能 得 到 塞 平 斯 基 三 
角形 ,如 图 9. 12 所 示 。 


全 全 心心 作 


可 以 用 迭代 函数 系统 方法 绘制 塞 平 斯 基 三 角形 。 和 迭代 过 程 如 下 : 

(1) 在 平面 上 选 定 三 个 点 A,B,C 和 三 种 概率 P^ 王 1/3,Ps 王 1/3,Pc 一 1/3, 以 点 A,B,C 
作为 三 角形 的 三 个 顶点 ; 

(2) 在 三 角形 内 部 任 选 一 点 作为 迭代 起 点 Z, ,按照 以 下 迭代 算法 计算 新 点 的 位 置 : 


乞 十 A (以 概率 P4) 


Zi 三 4 一 (以 概率 Ps) GG =0,1,2,…) (9.37) 


至 士 c (以 概率 Pc) 


(3) 以 ZG 一 0,1,2,…,N) 为 坐标 在 平面 上 画 点 , 当 N 足够 大 时 ,平面 上 就 形成 清晰 的 
塞 平 斯 基 三 角形 图 案 。 
程序 (9.7) ”绘制 塞 平 斯 基 三 角形 的 MATLAB 程序 。 


N = 10000; % 计算 点 的 总 数 

i= sqrt(— 1); %i= V—I 

TP = [一 1, sqrt(3) *i, 1]; ”%%A,B,C 三 点 坐标 分 别 是 (一 1,0) , (0W3) ,(1,0) 
Z=i; % 三 角形 内 部 选 定 的 迭代 起 点 Z 坐标 为 (0,1) 
v= rand(N, 1); % 生成 N 个 在 [0,1] 内 均匀 分 布 的 随机 数 

brj = 2:N 


if vOD < 13 
ma 汪 和 下 


第 9 章 ”蒙特 卡 罗 方 法 简介 


Z0) = 0.5* (ZG 一 1 十 TP(1)); 。% 随机 数 小 于 1/3 时 ,把 Zi-: 与 和 4 的 中 点 作为 2; 点 


elseif v(j) < 
20) = 0.5* (Z(—1)+TP(2)); % 随机 数 在 [1/3, 2/3] 内 时 ,把 Z;; 与 B 的 中 点 作为 点 


else 
ZG) = 0.5* (ZO 一 1D 十 TP(3)); 。 % 随机 数 在 [2/3, 1] 内 时 ,把 2Z;-! 和 C 的 中 点 作为 2; 点 
end 
end 
plot(Z,°. k’, “markersize’ ,4): 画 N 个 点 2,0 = 0,1,2,…，N) 


axis equal 


程序 运行 结果 如 图 9. 13 所 示 。 


EX 页 一 020 04 08 
02 06 1 


(9 


图 9.13 
)N 000 CW)N = 10 000; (ON = 20 000 


迁 代 算法 式 (9. 37) 可 以 推广 到 nn 边 形 的 情况 。 取 平面 上 的 点 Q,(k 二 3,4,…,n) 为 n 边 形 
的 顶点 ,在 nm 边 形 内 任 取 一 点 作为 迭代 起 点 Z, ,此 时 的 迭代 算法 是 
Qi 十 d(Z, 一 Q) (以 概率 P,) 
JQ +d(Z, 一 Q:) (以 概率 P,) 


G=0,1,2,.…) (9. 38) 


lQ. +a(2, 一 Q.) (以 概率 P.) 
式 中 ,d 为 偏离 度 , 取 值 范围 为 [0. 1, 0. 5] ,但 最 好 取 在 [0. 2, 0. 4] 之 间 ,以 获得 较为 理想 的 图 
形 。 绘制 的 四 边 形 和 五 边 形 如 图 9. 14 所 示 。 
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9.5.2 羊 齿 叶 图 案 


羊 齿 叶 ,分形 树 等 都 是 经 典 分 形 图 形 。 绘 制 羊 齿 叶 图 案 的 迭代 过 程 如 下 : 

(1) 在 zy 平面 上 选 一 点 Z。(zo ,yo。) 作为 迭代 起 点 。 

(2) 按照 以 下 和 迭代 算法 计算 新 点 的 坐标 : 

Zi = 区 SS 二 吕 (以 概率 P) (一 1,2,3,4; 了 一 0,1,2，) 


a 


(9. 39) 
上 式 表示 仿 射 变换 ,其 中 系数 a ,b,crwdiver ,fs 及 P,(k 一 1,2,3,4) 的 值 列 于 表 9.4 中 。 
表 9.4 

k as bh cs 四 人 万 Pp, 

1 he 0 | 0 0 0.16 0 0 0.01 
2 0.85 0.04 一 0.04 0.85 0 80 0.85 
3 0.2 一 0.26 0. 23 0.22 0 80 0.07 
4 “0,15 0.28 0.26 0.24 0 20 0.07 


(3) 以 Z(zj,y,) (二 0,1,2,…,N) 为 坐标 在 平面 上 画 点 , 当 N 足够 大 时 ,平面 上 就 会 形 
成 完整 的 图 案 。 
程序 (9.8) ”绘制 羊 齿 叶 图 案 的 MATLAB 程序 。 
N = 20000; 
v= rand(N, 1); 
x=0;y=08 
bbrj = 2:N 
if vO) <= 0.01 
x(j) = 0; 
yG) = 0.16# y(0— Ds 
elseif v(j) <= 0.86 
x(j) 一 0.85*x(j 一 1) 十 0.04*y(j 一 1)3 
y0) = 一 0.04*x(j 一 1) 十 0.85*y(j 一 1) 十 80; 
elseif v(j) <= 0.93 
x(j) 一 0.2#*x(j 一 1) 一 0.26*y(j 一 1 
y0) = 一 0.23*x(j 一 1) 十 0.22*y(j 一 1) 十 80; 


else 
xdj) = 一 0.15* xj 一 1) 十 0.28* yj 一 1D); 
yG) 一 0.26* xj 一 1) 十 0.24*y(j 一 1) 十 20; 
end 
end 
plot(x，y，'.k' ， markersize ,4); 
axis([— 300,300,0,550]); 
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程序 运行 结果 如 图 9. 15(a) 所 示 。 绘 制图 9. 15(b) 时 ,系数 b; 的 值 由 0.04 变 为 0.14, 图 
形 整 体 向 右 弯曲 ;绘制 图 9. 15(c) 时 ,系数 d; 的 值 由 0. 85 变 为 0.8, 图 形 整 体 变 矮 ;绘制 图 
9.15(d) 时 ,系数 cs 的 值 由 0. 23 变 为 一 0.33, 图 形 中 左边 叶子 的 弯曲 方向 发 生变 化 。 
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图 9.15 
习 题 


1. 编程 产生 1 000 个 在 [0, 1] 内 均匀 分 布 的 随机 数 ,并 对 其 用 参数 检验 方法 进行 检验 。 
2. 用 舍 选 抽样 法 产生 1 000 个 半 正 态 分 布 的 随机 数 。 半 正 态 分 布 的 概率 密度 函数 是 


f(x)=/ 之 exp(- 殷 ) (0 过 z 一 co) 


3. 分 别 用 投 点 法 和 平均 值 法 计算 积分 | 卫生 

4 半径 为 1 的 球体 被 一 轴线 过 球 心 的 半径 为 0.5 的 圆柱 面 所 截 , 用 驼 特 卡 罗 方法 计算 球 
面 与 圆柱 面 之 间 区 域 的 体积 。 

5. 求解 方程 f(x) 一 xz* 一 + 一 1 在 区 间 [1, 1.5] 内 的 根 的 近似 值 x,。 要 求 
|7Gzo) | 天 10 。 


斯 基 三 角形 图 案 。 
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7. (1) 氢 原 子 2s 态 的 电子 分 布 概率 密度 函数 是 Dr) 一 蕊 ; (2 一 姜 ) exp( 一 匡 ) ,Ds 的 
最 大 值 等 于 0. 14,D; 的 收敛 点 天 一 1.0nmy 
52? 氢 原子 3s 态 的 电子 分 布 概率 密度 函数 是 D, (7) = 入 舍 ) 区 = 到 + 
a 


2 (二 ) ] exp( 一 豆 ) ,Ds 的 最 大 值 等 于 0.2,D, 的 收 全 点 = 一 2. onm。 


这 里 ,a 二 5.29 X 10 nm。 试 模拟 氢 原 子 2s 态 和 3s 态 的 电子 云 分 布 。 

8. 塞 平 斯 基地 毯 的 构造 方法 如 下 : 

《1) 取 一 正方 形 ,把 它 分 割 成 大 小 相同 的 9 个 小 正方 形 , 舍 弃 中 心 处 的 小 正方 形 , 保 留 周边 
的 8 个 小 正方 形 ; 

(2) 把 8 个 小 正方 形 都 分 割 成 大 小 相同 的 9 个 更 小 的 正方 形 ,会 弃 每 个 小 正方 形 中 心 处 的 
更 小 的 正方 形 , 保 留 每 个 小 正方 形 周边 的 8 个 更 小 的 正方 形 ; 

《3) 如 此 反复 分 割 .舍弃 与 保留 , 剩 下 的 图 形 就 是 塞 平 斯 基地 毯 。 

将 这 种 构造 法 则 推广 到 空间 就 能 得 到 塞 平 斯 基 海 绵 。 编 程 绘制 塞 平 斯 基地 毯 图 案 。 


一 包 络 :一 
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